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内 容 简 介 


本 书 是 作者 根据 多 年 来 为 北京 大 学 力学 系 研究 生 和 高 年 级 本 
科 生 讲授 同名 课程 的 讲稿 编写 而 成 的 , 书 中 系统 介绍 了 微分 几何 
的 基础 知识 。 全 书 共 分 为 六 章 : 第 一 章 介 绍 了 向 量 和 张 量 的 基本 
性 质 ; 第 二 章 给 出 了 欧 氏 空间 中 曲线 与 曲面 的 几何 ;第 三 章 引入 了 
流 形 的 概念 及 若干 性 质 ,如 向 量 的 Lie 导数 的 性 质 ; 第 四 章 介 绍 了 
流 形 上 的 微分 形式 和 外 微分 运算 ,并 给 出 了 几 个 重要 定理 的 证 明 ， 
第 五 章 介 绍 了 Lie 群 与 Lie 代数 的 性 质 , 特 别 是 在 不 变量 理论 中 的 
应 用 ;第 六 章 介绍 了 动力 系统 与 Symplectic 几何 的 理论 及 其 在 力 
学 中 的 应 用 。 每 章 末 配 有 适量 的 习题 ,便于 读者 选用 。 

本 书 叙述 简明 易 懂 、 逻 辑 严谨 ,条理 清 晰 ,注重 分 析 及 应 用 ,着 
重 在 所 介绍 内 容 和 力学 理论 的 联系 上 举 一 些 例子 ,如 应 变 和 Lie 导 
数 的 关系 .协调 方程 .Hamilton 力学 的 几何 理论 等 等 。 

本 书 可 作为 高 等 院 校 力学 专业 研究 生 或 高 年 级 本 科 生 学 习 微 
分 几何 知识 的 教材 ,也 可 供 从 事 与 力 学 相关 专业 的 教学 和 研究 的 
教师 和 科研 工作 者 参考 。 
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几何 是 关于 空间 的 科学 . 微分 几何 是 利用 微 积分 研究 空间 构 
造 的 数学 学 科 . 

人 类 关于 空间 的 认识 是 逐步 深化 的 ,最 早 的 知识 是 对 于 日 常 
经 验 中 的 三 维 欧 氏 空间 的 认识 . 约 公元 前 300 年 , 古 希 腊 的 欧 几 里 
得 9 写成 的 巨著 (几何 原本 ?更 定 了 欧 氏 几何 的 基础 . 1637 年 法 国 的 
笛 卡 儿 8 发 表 的 4 几何 学 ?奠定 了 解析 几何 的 基础 ,从 而 把 分 析 和 几 
何 图 形 联系 起 来 . 1788 年 法 国 的 拉 格 朗 日 83 出 版 了 巨著 《分 析 力 
学 》, 引 进 了 用 高 维 空间 来 描述 动力 系统 的 状态 . 德国 高 斯 @ 的 研究 
工作 推进 了 曲面 微分 几何 的 发 展 ,之 后 他 的 学 生 黎 曼 8 系统 发 展 了 
微分 几何 ,奠定 了 流 形 与 黎 曼 空间 的 基础 . 到 了 20 世纪 初 ,意大利 
的 里 奇 9 和 莱 维 - 齐 维 塔 2 发 展 了 一 整套 流 形 上 的 张 量 分 析 方 法 , 系 
统 地 进行 了 微分 不 变量 的 研究 . 与 此 同时 ,法 国 的 嘉 当 ® 创 立 了 外 
形式 和 外 微分 方法 . 

力学 同 数学 的 发 展 是 同步 的 ,或 者 说 ,有 什么 样 的 数学 就 有 什 
么 样 的 力学 ; 反 过 来 ,在 一 定 的 程度 上 也 可 以 说 ,有 什么 样 的 力学 
就 有 什么 样 的 数学 . 力学 的 研究 经 常 是 要 了 解 客观 事物 的 质 和 量 


欧 几 里 得 (Euclid, 约 公元 前 325 一 约 公元 前 265) , 古 希 腊 数 学 家 . 

笛 卡 儿 (R. Descartes,1596 一 1650) ,法 国 哲学 家 、 物 理学 家 、 数 学 家 .生物 学 家 . 
拉 格 朗 日 (J.L. Lagrange,1736 一 1813) ,法 国 数学 家 .力学 家 、 天 文学 家 . 
高 斯 (C. F. Gauss,1777 一 1855) ,德国 数学 家 ,物理 学 家 、 天 文学 家 . 

黎 曼 (G. F. B. Riemann,1826 一 1866) ,德国 数学 家 . 

里 奇 (G. Ricci-Curbastro,1853 一 1925) ,意大利 数学 家 . 

莱 维 - 齐 维 塔 (T. Levi-Civita,1873 一 1941) ,意大利 数学 家 、 物 理学 家 . 

嘉 当 (E. Cartan,1869 一 1951) ,法 国 数学 家 . 
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两 个 侧面 ,而 质 和 量 是 不 可 分 的 ,所 以 力学 同 数 学 自古 便 有 紧密 联 
系 的 传统 . 1627 年 ,我 国 出 版 了 最 早 的 力学 著作 , 即 由 传教 士 邓 玉 
函 9 口授 . 王 征 2 笔 录 的 《 远 西 奇 器 图 说 》 该 书 在 谈 到 力学 与 数学 的 
关系 时 说 :“ 造 物 主 之 生物 ,有 数 、 有 度 、 有 重 , 物 物 皆 然 . 数 即 算 学 ， 
度 乃 测量 学 , 重 则 此 力 艺 之 重 学 也 . 重 有 重 之 性 . 以 此 重 较 彼 重 之 
多 窒 , 则 资 算 学 ;以 此 重 之 形体 较 彼 重 之 形体 之 大 小 , 则 资 测量 学 . 
故 数学 、 度 学 、 重 学 之 必须 , 盖 三 学 皆 从 性 理 而 生 , 为 兄弟 内 亲 ,不 
可 相 离 者 也 . ”这 里 说 的 数学 就 是 计算 , 度 学 就 是 几何 ,而 重 学 即 是 
力学 . 

意大利 文艺 复兴 时 期 的 大 师 达 。 芬 奇 9 说 过 :力学 是 数学 科 
学 的 天 堂 ,因为 我 们 在 这 里 获得 数学 的 成 果 . ”牛顿 8 在 他 1687 年 
出 版 的 《自然 哲学 的 数学 原理 ?的 绪 言 中 则 把 几何 学 看 做 力学 的 一 
部 分 ,他 说 :“ 几 何 学 是 建立 在 力学 的 实践 之 上 的 , 它 无 非 是 普通 力 
学 的 一 部 分 ,能 精确 地 提出 并 论证 测量 的 方法 .” 

力学 是 研究 物质 在 空间 运动 的 学 科 , 所 以 力学 尤其 是 和 几何 
学 有 着 不 可 分 割 的 联系 . 我 们 可 以 把 从 阿 基 米 德 8 开 始 的 有 限 自由 
度 力学 与 数学 的 关系 的 特点 归纳 如 下 : 


@ 从 阿 基 米 德 到 哥 白 尼 @、 斯 梯 芬 DO 时代, 力学 的 研究 内 容 主要 
是 静 力学 和 天 体 的 圆 运动 . 在 几何 方面 的 主要 工具 是 欧 氏 几何 , 相 
应 的 计算 工具 是 常量 的 代数 运算 . 


邓 玉 函 (J. Terrenz,1576 一 1630) ,瑞士 人 . 

王 微 (1571 一 1644) ,陕西 泾阳 人 . 

达 . 芬 奇 (L. da Vinci,1452 一 1519) ,意大利 科学 家 、 画 家 . 

牛顿 (I. Newton,1643 一 1727) ,英国 数学 家 物理 学 家 、 天 文学 家 、 自 然 哲学 家 . 
阿 基 米 德 (Archimedes, 公 元 前 287 一 公元 前 212) ,希腊 数学 家 、 力 学 家 . 
哥 白 尼 (N. Copernicus,1473 一 1543) ,波兰 天 文学 家 . 

斯 梯 芬 (S. Stevin,1548 一 1620) ,荷兰 数学 家 工程师. 
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@ 从 人 徊 利 咯 0、 囊 更 斯 9 到 牛顿 、 菜 布 尼 医 8 时 代 , 力 学 研究 的 主 
要 内 容 是 自由 质点 的 运动 ,特别 是 解决 在 引力 作用 下 的 自由 质点 
的 运动 . 在 几何 方面 的 主要 工具 是 解析 几何 ,特别 是 有 关 圆 锥 曲线 
的 解析 几何 .在 计算 方面 的 主要 工具 则 是 引进 了 变量 ,发 明了 微 积 
分 ,而 且 微 积分 的 发 明 人 牛顿 与 菜 布 尼 蒋 自己 也 是 著名 的 力学 家 ， 
是 那个 时 期 的 力学 学 科 的 开拓 者 . 

@ 从 拉 格 朗 日 到 哈密 顿 @ 和 雅 可 比 昌 时代, 力学 主要 的 研究 内 
容 是 约束 运动 , 在 几何 方面 的 主要 工具 是 引进 了 n 维 空间 的 概念 ， 
后 来 经 过 黎 曼 的 严格 化 ,就 是 流 形 或 黎 曼 几何 . 而 在 分 析 方面 的 主 
要 工具 则 是 引进 了 泛 函 的 概念 ,并 且 发 展 了 求 泛 函 极 值 的 方法 ,也 
就 是 变 分 法 . 拉 格 明日 自己 就 是 早期 开拓 变 分 法 的 主将 . 

@ 在 19 世纪 未 ,力学 又 进入 了 一 个 重要 的 新 阶段 ,这 就 是 以 庞 
加 菜 @ 与 李 亚 普 诺 夫 @ 为 代表 的 发 展 动力 系统 的 定性 理论 时 代 . 定 
性 理论 与 运动 稳定 性 的 研究 本 来 是 从 天 体力 学 中 提出 来 的 一 个 理 
论 课题 ,之 后 发 现在 一 切 力学 系统 中 ,甚至 在 由 一 切 非 线 性 常 微 分 
方程 确定 的 系统 中 都 有 普遍 理论 与 应 用 意义 . 简单 说 ,定性 理论 是 
研究 系统 解 的 性 质 随 参 数 而 变化 的 方向 ,例如 有 没有 周期 解 的 变 
化 ,有 没有 极限 环 的 变化 , 解 稳定 与 不 稳定 的 变化 ,等 等 . 在 几何 方 
面 的 主要 工具 就 是 拓扑 学 和 微分 拓扑 学 ,而 相应 的 计算 工具 是 同 
伦 与 外 微分 等 . 力学 中 的 定性 理论 的 开拓 者 庞 加 菜 本 人 也 是 拓扑 
学 的 黄 基 人 之 一 .至 今 经 过 了 一 百 多 年 的 发 展 , 它 仍然 是 世界 上 都 
很 关心 的 研究 领域 , 


伽利略 (Galileo,1564 一 1642), 意 大 利 物 理学 家 、 天 文学 家 . 

惠 更 斯 (C. Huygens,1629 一 1695) ,荷兰 物理 学 家 、 数 学 家 、 天 文学 家 . 
莱 布 尼 艾 (G. W. Leibniz,1646 一 1716) ,德国 数学 家 、 自 然 科 学 家 、 哲 学 家 . 
哈密 顿 (W. R. Hamilton,1805 一 1865) ,英国 数学 家 ,物理 学 家 . 
雅 可 比 (C. G.J. Jacobi,1804 一 1851) ,德国 数学 家 . 

庞 加 莱 (J. H. Poincaré,1854 一 1912) ,法 国 数学 家 、 天 文学 家 . 

李 亚 普 诺 夫 (A. M. Lyapunov,1857 一 1918) ,俄国 数学 家 、 力 学 家 . 
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这 些 力 学 历史 发 展 的 事实 说 明 , 在 力学 发 展 的 每 一 个 关键 时 
期 ,总 是 要 同 从 前 没有 研究 过 的 空间 和 数量 模型 打交道 ,力学 家 并 
不 是 坐等 数学 家 解决 好 了 数学 工具 才 动 手 去 工作 ,而 是 自己 深入 
到 数学 中 去 发 明 新 的 数学 工具 ,或 者 在 与 数学 家 的 合作 中 加 以 解 
决 . 因此 ,在 整个 力学 史上 ,许多 开拓 新 领域 的 大 力学 家 也 同时 是 
大 数学 家 . 即使 是 沿 着 他 们 开拓 的 路 子 前 进 的 后 继 力学 家 ,也 必须 
熟悉 前 人 发 明 的 这 些 数学 工具 . 

既然 力学 是 研究 物质 在 空间 的 存在 和 运动 形式 ,因此 对 于 空 
间 的 深入 理解 就 成 为 深入 力学 研究 的 决定 性 条 件 . 但 是 ,多 年 来 ， 
在 力学 和 技术 学 科 的 教育 中 ,一 直 有 一 种 忽视 几何 的 偏向 . 一 般 说 
来 ,人 们 对 于 分 析 方 面 的 培养 是 足够 重视 的 ,而 在 几何 方面 的 大 学 
教育 中 只 涉及 很 少 的 知识 ,一 直 是 只 限于 解析 几何 . 这 种 情况 近年 
来 正在 逐步 改变 . 从 20 世纪 60 年 代 起 ,在 世界 范围 内 ,近代 微分 几 
何 知识 迅速 向 物理 界 和 力学 界 普及 ,出 现 了 许多 好 的 微分 几何 学 
教科 书 . 古老 的 力学 学 科 被 以 现代 微分 几何 语言 重新 表述 ,从 而 开 
辟 了 许多 新 的 研究 方向 . 在 力学 中 随 着 线性 问题 的 逐渐 成 熟 , 非 线 
性 力学 的 研究 正在 兴起 ,而 非 线性 和 大 范围 的 力学 问题 的 研究 又 
要 求人 们 熟悉 流 形 几何 .本 书 正 是 为 适应 这 种 需要 和 发 展 趋势 而 
写 的 . 它 打算 为 力学 专业 的 研究 生 在 了 解 现 代 微 分 几何 及 其 与 力 
学 的 联系 上 提供 一 个 入 门 的 导 引 . 

全 书 共 分 六 章 . 第 一 章 是 关于 向 量 和 张 量 的 代数 . 第 二 章 是 讨 
论 ” 维 欧 氏 空间 的 曲 纹 坐 标 、 向 量 和 张 量 分 析 , 其 中 用 .了 相当 的 篇 
幅 介绍 曲线 论 和 曲面 论 . 曲线 论 和 曲面 论 本 来 是 属于 初等 微分 几何 
的 内 容 ,但 是 考虑 到 现在 的 高 等 院 校 本 科 生 力学 专业 一 般 没 有 开设 
这 门 课 , 所 以 在 这 里 进行 了 系统 的 介绍 .第 三 章 介绍 的 是 Riemann 几 
何 .第 四 章 介绍 外 微分 及 其 应 用 . 第 五 章 介绍 Lie 群 及 其 应 用 . 第 六 
章 介绍 动力 系统 和 Symplectic 几何 . 在 内 容 的 叙述 中 ,我 们 着 重 在 
它们 与 力学 理论 的 联系 上 举 了 一 些 例子 . 
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言 5 
学 习 数 学 不 做 习题 是 不 行 的 ,对 于 书 中 讨论 的 比较 明显 的 问 


题 或 证 明 比较 简单 的 内 容 , 我 们 留 给 读者 自行 计算 或 证 明 . 此 外 ， 
我 们 在 每 一 章 的 后 面 都 附 了 适量 习题 ,以 供 读者 选用 . 


武 际 可 黄 克 服 
2010 年 6 月 于 北京 大 学 
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8$1.1 7 维 实 向 量 空间 


一 、 向 量 与 坐标 


定义 1.1 设 Y 是 实数 域 愉 上 的 集合 .Y 称 为 实 向 量 空间 (简称 
向 量 空间 ) ,如 果 在 YY 上 定义 了 加 法 和 对 实数 的 乘法 这 两 种 运算 ， 
即 对 Vx,y,zEY 以 及 a,BE RR ,满足 : 


对 于 加 法 ,有 

(1) x+y=y+x; (交换 律 ) 
(2) (x 十 十 z 一 x 十 (y 十 z); (结合 律 ) 
(3) 30E% 使 0 十 x=x; ( 零 元 素 ) 
(4) 3 一 x€EY 使 x 十 (一 x) 二 0，( 逆 运算 ) 
对 于 实数 的 乘法 ,有 

(1) 1° x=x; 

(2) a(Bx)= (aB)x; ( 数 乘 的 结合 律 ) 


(3) a(x+y)=axtay; (对 向 量 的 分 配 律 ) 

(4) (at+Px=axtpx. (对 数 乘 的 分 配 律 ) 

并 且 运 算 的 结果 仍然 属于 % 即 YY 关于 这 两 种 运算 是 封闭 的 . 

元 素 xEY 称 为 向 量 . 如 果 Y 中 存在 =” 个 向 量 线性 无 关 , 并 且 任 
何 n 十 1 个 向 量 线性 相关 (由 线性 代数 知识 可 知 这 样 的 ”是 存在 
的 ), 则 称 Y 为 n 维 线性 向 量 空间 (简称 ” 维 向 量 空间 ). 一 般 地 ,这 
时 我 们 记 Y 为 委 . 

名 中 任意 取 定 的 n 个 线性 无 关 的 向 量 el ,e,,…,e, 称 为 它 的 
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一 组 基底 . 显然 , 任 一 向 量 xE 安 可 以 唯一 地 表示 为 

X= Tieiy 的 ) 
其 中 zx'€E RR(i 二 1,2,…,n). 这 里 我 们 采用 Einstein@ 约定 求 和 , 即 
凡是 上 、 下 标 出 现 相 同 的 指标 时 表示 对 这 个 指标 从 1 到 求 和 .本 
书后 面 如 没有 特殊 的 说 明 一 律 采用 这 种 符号 . 

(1.1.1) 式 中 的 zi 称 为 向 量 x 在 基底 el,e,,…,e, 下 的 坐标 . 
任意 一 个 向 量 x* 在 同一 基底 上 的 坐标 是 唯一 的 . 事实 上 , 设 在 基底 
el,ei,…es 上 有 两 组 坐标 : 

X= xie = yieis 
则 两 边 相 减 后 应 有 

(并 一 Y)ei 一 0. 
由 于 基底 是 线性 无 关 的 , 故 必然 有 

T=y (i=1,2,.",n), 

即 坐 标 是 唯一 的 . 这 一 事实 说 明 在 给 定 基底 {e;} 的 条 件 下 ,中 的 
元 素 x 与 R"=={(Zzi ,zo ,Xi): zcER, 一 1,2,…，2)} 中 的 点 建立 
了 一 一 对 应 . 


二 、 坐 标 变换 


由 于 在 如 中 基底 是 不 唯一 的 ,因而 当 基底 改变 时 ,向 量 的 坐标 
也 要 相应 地 变化 . 设 {e;} 是 作 的 一 组 基底 .在 图 中 给 定 一 组 新 基底 
{er}: 


6 = arej, (1..1:2) 

这 里 a 是 转换 系数 . 设 向 量 xE 4" 在 新 旧 基 底 中 的 坐标 分 别 为 2 
与 xi, 即 

x= 地 6 = ziei， (1.1.3) 


则 有 


QA. Einstein(1879 一 1955) ,德国 -美国 科学 家 . 
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X= 7 = Zale,. (1.1.4) 
比较 (1.1. 3) 与 (1.1.4) 两 式 , 有 
ri = Fiai. (1.1.5) 


这 就 是 当 基 底 改 变 时 ,向 量 坐 标的 变换 公式 . 

对 照 (1.1.2) 与 (1. 1.5) 两 式 , 发 现 基 底 转 换 与 坐标 变换 正好 
反 过 来 . 前 者 用 旧 基 底 表示 新 基底 ,而 后 者 用 新 坐标 表示 旧 坐 标 ， 
两 个 表达 式 的 转换 系数 则 完全 相同 . (1. 1. 5) 式 的 这 种 转换 关系 称 
为 逆 变 . 


31.2 对 偶 空 间 


一 、 线 性 函数 与 对 偶 空 间 


考虑 n 维 向 量 空间 空 上 定义 的 一 个 线性 函数 : 
f:xrmry ER, xEL, 

它 满足 : 

(1) fxitxa)=f x) fr), Vrsx2eE PL'; 

(2) flax)=af(x), VxEL ,aER. 
所 有 空 上 的 线性 函数 f 组 成 一 个 集合 汉 

定义 1.2 可 以 验证 ,集合 Y 在 通常 意义 的 函数 加 法 与 数 乘 运 
算 下 构成 4 维 线性 向 量 空间 . 这 个 向 量 空间 称 为 7 的 对 偶 空间 , 记 
做 2"* , 它 的 元 素 用 x" 表示 . 

关于 nn 维 向 量 空间 各 的 对 偶 空 间 空 " ,有 如 下 的 表示 定理 : 

定理 1.1 给 定 4 及 其 基底 {e;}, 则 定义 了 在 4" 上 的 线性 函 
数 a 与 R" 中 点 的 一 一 对 应 . 

证 明 考虑 a*: x yER(xE 如 ), 则 

Qa‘(x) = a’(zrie;) = a’(ei)zx'. 


令 a*(e;) 二 a;, 则 有 
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a“(x) = air', 1.2.1 
即 存在 (a1,as,，*…,a,) E€ R" 与 a* 对 应 . 由 线性 性 质 可 以 看 出 
(ay,az，…an) 的 唯一 性 是 显然 的 . 故 (a ,az ao)E RR 与 a' 一 
一 对 应 ， 
2"" 既然 是 线性 空间 , 它 也 有 基底 , 记 为 {e'}. 由 (1. 2.1) 式 ,我 
们 将 a; 看 做 是 a' 在 基底 {e'} 下 的 坐标 , 则 有 
a"(x) = aie'(z’e;) = aixie' (e;). 


比较 (1.2.1) 式 与 上 式 可 知 


. 1l,， i=j, 
e'(e;) = 6;= (1. 2.2) 
0，i 天 J， 
这 里 8 称 为 Kronecker? 符号 . 因此 ,一般 地 ,我 们 有 
Q"(x) = aie (x). 《12 3) 


上 式 说 明 2"* 的 任意 元 素 均 可 用 {e'(x)) 来 线性 表示 , 且 由 2 的 
线性 性 质 可 以 证 明 这 种 表示 法 是 唯一 的 . 另外 ,由 于 任意 的 a*(x) 
都 可 以 由 {e'} 线 性 表示 , 故 4” 也 是 n 维 的 . 


二 、 对 偶 空 间 中 的 坐标 变换 


上 述 关于 对 偶 空间 的 引进 ,告诉 我 们 对 偶 空 间 是 相互 的 . 由 
(1.2.1) 式 ,固定 元 素 a* ,把 它 当 做 x 的 函数 来 讨论 它 的 值 , 得 到 一 
个 4" 上 的 线性 函数 ; 反 过 来 ,也 可 以 固定 元 素 x, 把 它 看 做 a' 的 函 
数 来 讨论 它 的 值 ,这 就 确定 了 一 个 2 上 的 线性 函数 . 二 者 的 关系 
通过 (1. 2. 1) 式 表示 了 出 来 . 

现在 我 们 来 讨论 当 基 底 变 化 时 ,对 偶 空间 中 坐标 的 变换 . 在 
名 中 的 坐标 变换 已 在 $1.1 中 讨论 过 . 我 们 给 定 2"* 中 的 新 基底 
{z } 与 旧 基 底 {e } 的 转换 关系 为 

2" = p'e’, (1.2.4) 
而 空中 基底 的 转换 关系 为 (1. 1.2) 式 : 


@ L. Kronecker(1823 一 1891) ,德国 数学 家 . 
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Et = arej. 

由 儿 与 2' 两 个 空间 的 对 偶 性 (1. 2. 2) 式 ,有 
2 (2) =0°. ei(e)=6'. 
代入 基底 的 转换 关系 (1. 2. 4) ,得 
2’ (8);) = pier(abel) = Bialdt = 0°, 

即 

atBi= 61. (1.2.5) 

(1. 2. 5) 式 表明 由 at 组 成 的 矩阵 与 由 Bi 组 成 的 矩阵 是 互 逆 

的 . 于 是 由 (1. 2. 5) 式 可 以 将 (1. 2. 4) 式 写 为 


eia, 一 el. (1.2.6) 
而 "中 的 任 一 元 素 a* 可 表示 为 
a 一 rp6r 一 aiei 一 aiay 67 ， 
故 有 坐标 变换 
dr = aja’. (T3277 


对 偶 空间 2' 的 坐标 变换 (1. 2.7) 式 与 (1.1. 2) 式 是 一 致 的 , 称 
为 协 变 规律 ;而 对 偶 基 的 转换 关系 (1. 2. 6) 式 与 (1. 1. 2) 式 是 不 一 
致 的 , 称 为 逆 变 规律 , 它 的 变换 关系 与 各 中 坐标 变换 (1. 1. 5) 式 正 
好 一 样 . 


三 .力学 中 的 对 偶 空间 


上 述 对 偶 空间 概念 的 引进 ,实际 上 是 紧密 联系 于 物理 量 的 描 
述 的 . 在 力学 中 就 有 不 少 对 偶 空间 . 如 三 维 空间 中 的 质点 位 移 组 成 
一 个 三 维 向 量 空间 人 2 , 若 给 定 其 基底 (三 个 不 共 面 的 向 量 )el,ez， 
e，, 则 任 一 位 移 均 可 由 w 二 we 十 wes 十 wes 来 表示 ,这 里 w 为 位 移 
在 这 组 基底 上 的 坐标 . 有 了 位 移 空间 2 ,我 们 可 以 引进 其 对 偶 空 
间 . 这 个 对 偶 空间 实际 上 描述 了 空间 力 向 量 组 成 的 线性 空间 . 我 们 
知道 , 力 在 位 移 上 做 功 是 一 个 标量 ,给 定 一 个 力 了 相当 于 定义 了 一 
个 在 位 移 空间 上 做 功 的 线性 函数 : 
f: LR. (1.2. 8) 
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令 力 向 量 为 对 偶 空间 48" 中 的 元 素 a€ 24" , 则 a 在 位 移 空间 
中 做 功 为 
a(u) = aiu 十 azz2 十 asza3. (1.2.9) 
我 们 看 到 这 种 以 对 偶 空间 的 方式 定义 力 的 概念 和 力学 中 最 初 
以 大 小 方向 和 作用 点 定义 的 方式 有 所 不 同 . 在 那里 只 说 明了 力 是 
一 个 向 量 ,而 现在 不 仅 说 明了 力 的 向 量 性 质 而 且 把 它 和 络 中 元 素 
即位 移 的 关系 阐明 了 ,说 明了 力 和 位 移 的 对 偶 关 系 . 回顾 在 分 析 力 
学 中 广义 力 的 概念 也 是 这 样 引进 的 . 
除了 位 移 和 力 这 一 对 对 偶 空间 之 外 ,在 力学 和 物理 学 中 还 有 
许多 对 对 偶 空间 . 如 固体 力学 中 一 点 的 应 变 状态 和 应 力 状 态 构成 
了 一 对 对 偶 空间 ,在 一 般 情 形 下 它们 是 六 维 的 ;在 分 析 力学 中 广义 
力 和 广义 位 移 组 成 一 对 ) 维 的 对 偶 空间 ;等 等 . 
作为 一 个 例子 ,我 们 下 面 来 具体 分 析 一 下 质点 系 和 刚体 的 平 
衡 条 件 及 位 移 约束 条 件 . 
设 在 位 移 空间 空中 给 定 一 个 质点 的 位 移 为 &=xwei, 一 个 将 任 
意 的 u 变 为 0 的 线性 函数 对 应 于 其 对 偶 空 间 的 零 向 量 , 即 
a: Um 0=>a=0€L'". 
由 于 对 偶 是 相互 的 ,一 个 将 任意 向 量 a€ YZ 变 为 0 的 线性 函 
数 ,对 应 于 人 2 中 的 零 向 量 , 即 
u:arm0—>u=0€L. 
这 两 个 事实 说 明 : 在 任意 位 移 上 做 零 功 的 力 为 零 , 而 在 任意 力 
作用 下 都 做 零 功 的 位 移 也 为 零 . 
将 上 述 事实 加 以 推广 , 设 在 空间 中 有 m 个 质点 ,每 个 质点 引进 
一 个 位 移 wi(i 二 1,…,m), 则 这 些 位 移 构 成 一 个 4 二 3m 维 的 向 量 空 
间 
2 OSIQ…QO2 
Nh 


"个 
而 它 的 对 偶 空间 相当 于 在 每 一 点 上 给 定 一 个 力 F;, 由 这 些 力 所 构 
成 的 3m 维 空间 为 4”. 
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显然 ,这 个 力 系 在 任意 位 移 上 做 功 为 零 的 条 件 为 
六 Po (1.2.10) 


如 果 我 们 给 定 的 位 移 并 不 是 任意 的 ,比如 说 m 个 质点 是 约束 
在 同一 个 刚体 上 的 , 则 uw; 可 以 表示 为 
ai 一 to 十 oO X ri (C1211) 
这 里 wo 与 @ 为 两 个 任意 的 常 向 量 ,r 为 空间 质点 的 坐标 向 量 . 在 这 
一 段 的 讨论 中 ,我 们 采用 通常 三 维 空间 中 向 量 的 运算 .将 (1.2.11) 式 
代入 (1.2.10) 式 ,得 


p32 ‘wt DF, 。(@o X ri) 一 (Dr,) ‘w+ (Sr,xF,) “WO 
i=l i=l 一】 1 一 1 
一 中 .zx 十 Mo 一 0， 


这 里 M = 加 rx .由 于 w 与 的 任意 性 ,有 


(1:2:12) 
M= Dr XxF,=0. 

这 就 是 刚体 的 平衡 条 件 . 

同样 ,考虑 作用 在 各 点 的 力 系 任意 变化 下 都 做 零 功 的 位 移 所 
满足 的 条 件 , 即 考虑 (1. 2. 10) 式 在 F; 满足 刚体 平衡 条 件 (1. 2. 12) 
时 位 移 场 应 当 满 足 的 约束 条 件 . 在 这 种 情形 下 ,我 们 把 (1. 2. 10) 与 
(1.2. 12) 两 式 联 立 ,寻求 F; 任意 变化 下 uw; 的 解 空间 . 为 此 ,将 
〈1. 2. 12) 式 的 两 个 等 式 分 别 点 乘 待定 乘 子 wu 与 w 两 个 向 量 后 与 
(1. 2. 10) 式 相 减 , 得 


Su (DF) “wm — (Drxr) "w= 0. 
| | | (1.2.13) 
显然 (1. 2. 13) 式 可 以 化 为 
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FF uw oxXr) = 0. (1.2.14) 
由 于 上 式 中 F. 是 任意 变化 的 ,于 是 我 们 得 到 
Ui 一 wo Xr. (1.2.15) 


这 也 就 是 刚体 位 移 的 约束 条 件 (1. 2. 11) 式 . 

上 面 所 讨论 的 刚体 在 两 个 相互 对 偶 的 空间 内 满足 做 零 功 的 相 
互 对 偶 的 两 个 条 件 ,就 是 刚体 力学 中 的 静 力 平衡 条 件 ((1. 2. 12) 
式 ) 和 运动 学 几何 条 件 ((1. 2.15) 式 ). 


§1.3 欧 氏 空间 与 伪 欧 氏 空间 


“、 欧 氏 空 间 


定义 1.3 如果 在 n 维 向 量 空间 42" 上 定义 了 一 个 对 称 的 、 非 
退化 的 双 线 性 齐 式 x，y, 使 对 于 Va,BE 民 以 及 x,y,z€E 如 ,满足 : 


(1) xe y=y* x; 《对称 性 ) 
(2) x。 《ay 十 Bz) 二 ax，y 十 Bx，z; 〈( 双 线性 性 ) 
(3) x» x>0,V x0, (正定 性 》 


则 向 量 空间 2" 称 为 欧 氏 空间 ,一般 记 做 8. 
双 线 性 齐 式 x，y 的 非 退化 性 是 指 “ 对 x 天 0, 有 x。xY 天 0”, 同 
时 ,对 于 任 给 的 xE 6" , 若 xy 反 0, 必 有 ?一 0. 这 个 性 质 显然 可 以 
由 上 述 的 定义 的 条 件 (3) 直 接 得 到 . 
在 外 中 取 定 基底 {e;}, 则 有 
X*y= (re)* (yej) = zyi(e" ej) = gyrx'y’, 
(1.3.1) 
这 里 我 们 记 
Bi = Ci*€j, (1.3.2) 
称 之 为 欧 氏 空间 的 度量 系数 . 由 (1. 3. 1) 式 可 以 看 出 双 线 性 齐 式 由 
空间 的 度量 系数 g; 完全 确定 .一 般 地 , 也 将 g; =6; 的 nn 维 欧 氏 空 
间 @" 记 为 R", 这 里 6; 是 Kronecker 符号 ,定义 同 (1. 2. 2) 式 . 
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双 线 性 齐 式 也 称 为 向 量 的 内 积 . 内 积 一 旦 给 定 则 空间 的 度量 
性 质 也 就 完全 确定 了 . 例如: 
(1) 向 量 x 的 长 度 : 
lxl =Vx x=Vgsrir’s (1. 3.3) 
(2) 两 个 向 量 x 与 y 之 间 的 夹 角 : 


cosg 一 cos(x,y) = Ti - 和 i 


=- . (1.3.4) 
V (gsjT'T’) (gsy'y’) 

对 于 上 述 定义 的 欧 氏 空间 ,下 列 事实 是 显然 的 , 即 : 度量 系数 
组 成 的 矩阵 是 对 称 正定 的 . 

事实 上 ,对 于 VxE€6", 由 (1. 3. 3) 式 及 定义 1.3 中 的 条 件 
(3), 有 

gyr'T’>>0,，x 关 0. (3 
这 说 明 gz'y’ 是 正定 二 次 型 , 即 (gy ) 是 对 称 正定 矩阵 . 

要 使 两 向 量 之 间 的 夹 角 有 意义 ,需要 在 (1. 3. 4) 式 中 满足 
|cosb| 委 1. 这 个 结论 正确 是 由 于 下 述 的 柯 西 不 等 式 在 欧 氏 空间 中 
是 成 立 的 : 

由 于 Ghx 十 y)。 Ax 十 y) 宇 0 (XE RR), 将 此 式 展 开 得 

AM2x。r 十 2Mx。y 十 7。y 过 0. 
这 个 不 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 其 左边 二 次 三 项 式 的 判别 式 
满足 x* yp) 一 (xY。x)(7?。J) 委 0， 
即 有 Cauchy? 不 等 式 
|x: yl< lxll: lyl. (1. 3.6) 

在 基底 的 转换 关系 (1. 1. 2) 下 ,度量 系数 符合 如 下 的 变换 
规律 : 

Bi;' = guatas. Cla. 77 


Q@ Cauchy(1789 一 1857) ,法 国 数学 家 . 
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这 个 式 子 可 直接 代 人 验证 . 它 说 明度 量 系数 符合 协 变 规律 . 由 于 有 
两 个 下 标量 转换 , 故 该 变换 是 二 重 协 变 的 . 


二 、 欧 氏 空间 的 自 对 偶 性 质 


由 于 内 积 的 引进 ， 欧 氏 空 s 间 将 自己 和 它 的 对 侦 空 间 对 应 起 来 . 
事实 上 , 令 xE 6",y" € 6"” , 则 按 下 面 的 方式 存在 yE 68" 与 y* 一 一 
对 应 : 

y'(x) = y*x. 

建立 了 这 种 关系 ,可 知 6" 与 6” 同 构 . 这 样 我 们 可 以 对 8" 与 
6" 不 加 区 分 . 欧 氏 空间 的 这 种 性 质 称 为 自 对 偶 性 质 . 

由 以 上 事实 , 当 8 的 基底 {e;} 给 定 后 ,可 同时 定义 针 空 间 中 的 
基底 {e } 为 其 对 偶 基 底 . 设 

e = g’ej, (1.3.8) 

边 与 e 作 内 积 ,得 

及 一 88 (1.3.9) 
这 表明 (8 ) 是 度量 系数 组 成 的 矩阵 (gs ) 的 道 矩 阵 . 于 是 可 以 将 
(1. 3.8) 式 写成 

el 一 8561。 (1.3.10) 

对 于 任意 向 量 xE 6" ,我 们 有 x 二 zie; 二 zie', 再 利用 (1. 3. 8) 式 
和 (1. 3.10) 式 ,得 


| es (1.3.11) 
Xi 一 TB. 
(1. 3. 11) 式 表明 , 欧 氏 空间 中 向 量 的 逆 变 分 量 与 协 变 分 量 之 间 可 
以 通过 度量 系数 或 它 的 逆 来 相互 变换 . 


从 定义 可 以 看 出 , 欧 氏 空间 的 度量 系数 g; 是 通过 内 积 引 进 的 ， 
具有 一 定 的 特殊 性 . 下 面 我 们 来 证 明 在 适当 取 基 底 后 ,度量 系数 的 
和 矩阵 是 单位 矩阵 . 

定理 1.2 在 欧 氏 空间 中 可 适当 选取 基底 使 得 

BE 二 十; (1.3.12) 
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证 明 我 们 引进 一 个 构造 性 的 证 明 . 设 {ei} 是 6" 中 的 一 组 基 
底 , 满 足 : 


er。2i 一 8H 
令 
/ 
el 一 el， 
/ 
太志， €2°@) 
ez = e: 一 一 一 一 e)， 
el。61 
e: ef e »e, 
3 Df 3 2_ 7 
区 盖 雪 i Mg od 
el。61 22。62 
ea。6 er*e, 
/ 1 = 
e， [4 了 Te1 "ye El 
a En—1° En-—l 
由 上 式 可 以 看 出 ,对 Vi 关 j, 有 
e'。e' 一 0， 


并 且 由 {e } 的 线性 无 关 性 可 得 
e! 天 0，i 一 1,2，…y7. 
最 后 将 每 一 个 ef 单位 化 , 令 8 一 二 (这 里 不 求 和 ) ,可 得 


gi"* Bj = 6s. 
这 样 ,我 们 就 找到 了 使 度量 系数 6; 的 矩阵 为 单位 矩阵 的 基底 (8: }， 上 上 
定理 1.2 的 证 明 过 程 称 为 标准 正 交 化 (或 Schmidt? 正 交 化 ) 
过 程 ,由 此 得 到 的 基底 称 为 标准 正 交 基 . 另外 ,应 当 说 明 的 是 ,标准 
正 交 基 是 不 唯一 的 . 不 同 的 标准 正 交 基 之 间 相 差 一 个 转换 系数 矩 
阵 为 正 交 和 矩阵 的 基底 变换 . 


三 、 伪 欧 氏 空间 
在 定义 1. 3 中 ,如 果 不 要 求 内 积 x。 x 的 正定 性 , 即 在 第 (3) 条 


FE.Schmidt(1876 一 1959) ,德国 数学 家 . 
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中 不 要 求 “ 之 0” 成 立 , 只 要 求 “ 隆 0”, 我 们 就 得 到 了 所 谓 的 伪 欧 氏 空 
间 ,或 称 为 Minkowski? 空间 . 
由 代数 中 关于 二 次 型 的 惯性 定理 可 知 ,在 伪 欧 氏 空 间 中 一 定 
存在 一 组 基底 ,使 得 
Bu1=g82=""=g%=!1, 
BJ = “eg = 1 C13.13) 
gy =0, ij, 
其 中 p<n,q==n 一 p 是 两 个 固定 的 自然 数 .一般 记 这 样 的 伪 欧 氏 空 
间 为 6 
伪 欧 氏 空 间 在 狭义 相对 论 中 有 着 重要 的 应 用 . 我 们 知道 狭义 
相对 论 的 基本 假定 是 所 谓 的 相对 性 原理 及 光速 不 变 原理 ,由 此 而 
来 的 一 个 重要 推论 就 是 任何 物体 的 运动 速度 "不 可 能 超过 光速 c， 
即 ly | 委 c. 由 于 有 这 样 的 限制 ,在 四 维 的 伪 欧 氏 空间 61,; 中 讨论 问 
题 就 十 分 方便 . 
考虑 四 维 时 空 61,; 中 的 一 事件 (4 ,zi, xi,zi) 与 男 一 事件 
(ts ,Z; ,2 ,z). 两 事件 之 差 为 
(At, Azx! , Ax’ ,AT’) = (ts —ti,zxl — zx! ,zi — zx? ,zx} — zi). 
(1.3.14) 
由 于 我 们 在 61.; 中 讨论 问题 ,这 个 向 量 的 长 度 就 定义 为 
As = (Azx’)’ — (Azx')’ — (Az’)’ — (Azx’)’, (1.3.15) 
这 里 为 了 方便 记 Az" 一 cAt. 
狭义 相对 论 中 的 Lorentz@ 变换 ,实际 上 是 一 个 坐标 变换 , 它 
将 61.; 中 的 一 个 参考 系 (xz? ,z' ,zx? ,zx ) 变 换 到 另 一 个 相对 它 的 运动 
速度 为 常量 的 参考 系 (z”,z! ,z* ,2 ) ,而 保持 任意 两 事件 之 间 的 
时 空间 隔 (1. 3. 15) 不 变 . 为 了 不 使 推导 过 程 复杂 化 ,我 们 现在 只 对 
二 维 时 空 进行 讨论 . 这 时 (1. 3. 15) 式 变 为 


@ H. Minkowski(1864 一 1909) ,德国 数学 家 . 
@@ H.A.Lorentz(1853 一 1928) ,荷兰 物理 学 家 . 
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As = (Azx')’ — (Azr!)’. (1. 3. 16) 

令 坐 标 变 换 为 

ZX" 一 ai 到 +asz!, 

i (1.3.17) 
若 记 变换 矩阵 为 4= {”。 “ ) ,我 们 有 

as a 
Az" AZ 
(2)= a(n7): (1.3.18) 


利用 这 个 关系 , 代 人 (1. 3. 16) 式 ,得 


As: 一 (aA)e (~, )= (CAz ,Az")ATGA (7,), 
Az Az 
(1. 3. 19) 

4 0 
这 里 G=(% _ 1 } 是 如 ,中 的 度量 标准 形 (度量 矩阵 ). 由 于 变换 保 
持 As 的 形式 不 变 , 即 有 

4IC4 = G. (1. 3. 20) 
将 (1. 3. 20) 式 展开 ,可 得 到 一 组 方程 : a? 一 a 二 1,aias 一 a3a4 = 二 0， 
他 一 4 一 一 1. 显然 w 天 0. 若 令 B=as/ai, 可 求 得 变换 条 阵 和 4A 为 


1 有 
1 一 用 — pg 
4 = 土 只 (1. 3.21) 
有 pe! 
Wi—F Vl-—Pp 


若 令 8 二 v/c, 这 里 v 是 两 个 参考 系 之 间 的 相对 速度 ,c 是 光速 ， 
取 (1. 3. 21) 式 的 一 组 解 , 并 将 zx? 换 回 1, 则 变换 (1. 3. 17) 式 可 写 为 


(1. 3.22) 
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这 就 是 著名 的 Lorentz 变换 . 

为 了 说 明 伪 欧 氏 空间 与 欧 氏 空间 之 间 的 区 别 , 我 们 来 考虑 三 
维 欧 氏 空间 全 中 相应 于 上 面 所 谈 到 的 Lorentz 变换 . 在 三 维 欧 氏 空 
间 中 ,向 量 的 度量 为 

As = (Az')’ + (Ar’)’ 十 (Az3)?. (C13.23) 
当 6 中 两 个 参考 系 之 间 以 常 速 相对 运动 时 ,下 面 变换 保持 度量 
(1. 3.23) 的 形式 不 变 : 
上 一 亡 ， 
i > (1. 3.24) 
| +vi, z= 72,7 = X!. 

变换 (1. 3. 24) 称 为 Galileo 变换 . 经 典 力学 中 的 时 间 和 空间 的 
转换 关系 就 是 采用 了 这 种 变换 . 比较 (1. 3. 22) 与 (1. 3. 24) 两 式 , 我 
们 看 到 当 v<c 时 ,狭义 相对 论 中 的 Lorentz 变换 就 退化 为 经 典 力 
学 中 的 Galileo 变换 了 . 


8$1.4 张 量 
一 、 张 量 的 定义 
张 量 是 向 量 的 推广 . 它 既 是 物理 学 和 力学 的 研究 对 象 ,也 是 几 
何 学 的 研究 对 象 


在 nn 维 向 量 空间 乡 中 给 定 基 底 {e;} ,并 给 定 其 对 偶 空间 经" 中 
的 基底 {e'} ,坐标 转换 为 


6r = arejs 
(1.4.1) 
Gt 


下 面 给 出 张 量 的 三 种 定义 : 

定义 1.4( 张 量 的 分 量 定义 ) 给 定 mw”" 个 数 了 "7 ,在 基底 的 
转换 关系 (1. 4. 1) 下 ,这 些 数 在 新 坐标 基底 下 的 表示 由 如 下 关系 
给 出 : 
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了 一 Th hal» “a an a. (1.4.2) 
这 个 数组 就 称 为 一 个 p 次 逆 变 q 次 协 变 张 量 ,而 在 给 定 基 底下 的 
数值 称 为 张 量 的 坐标 . 
定义 1.4( 张 量 的 多 重 线性 函数 定义 ) 令 阅 ,xs 是 9" 中 
的 g 个 向 量 ,而 日 ,…,6* 是 42“ 中 的 个 向 量 .给 定 一 个 定义 在 这 
p 十 gq 个 向 量 上 的 多 重 线 性 函数 : 
F. (x ss Kgs 2 ) Fr y ER, 
其 中 
F= Th ?zie zl 总， (1.4.3) 
即 下 对 每 个 变量 均 是 线性 的 . 这 个 多 重 线性 函数 的 系数 就 构成 一 
个 pb 次 逆 变 g 次 协 变 张 量 . 
定义 1.4"( 张 量 的 并 矢 定义 ) ”对 于 给 定 的 2 和 2” 的 基底 
{e:} 和 {e'} ,形式 地 记 ei …ei,en…en 共 n*' 个 并 矢 为 


人 4 个 
的 基底 . 这 时 一 个 p 次 逆 变 q 次 协 变 张 量 定义 为 
T= Te “ei en pe (1.4.4) 

容易 验证 以 上 三 种 张 量 的 定义 是 等 价 的 . 

第 一 种 定义 强调 了 张 量 的 坐标 分 量 及 其 在 坐标 变换 下 的 转换 
关系 .第 二 种 定义 着 重 于 张 量 作为 多 重 线性 函数 的 性 质 ,通常 物理 
学 中 张 量 的 函数 性 质 和 前 面 § 1. 2 中 对 偶 空间 向 量 的 引进 一 样 , 利 
用 了 多 重 线性 函数 的 性 质 . 今后 ,我 们 将 较 多 地 用 这 个 定义 .第 三 
种 定义 则 是 纯粹 形式 上 对 向 量 的 推广 . 这 三 种 定义 各 自 有 其 方便 
之 处 .另外 ,可 以 验证 在 * 上 定义 的 (p,q) 阶 张 量 构 成 一 个 n*" 维 
的 向 量 空间 (这 里 (p,qg) 阶 张 量 是 指 p 次 逆 变 g 次 协 变 张 量 .有 时 
简称 (p,0) 或 (0,p) 阶 张 量 为 p 阶 张 量 ). 


二 . 欧 氏 空间 中 的 张 量 
在 欧 氏 空间 中 ,度量 系数 g; 构 成 一 个 二 阶 协 变 张 量 , 这 一 点 可 
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由 其 定义 直接 得 出 . 同样 ,需要 说 明 的 是 g” 也 是 一 个 二 阶 张 量 , 服 
从 道 变 规律 ,是 二 阶 道 变 张 量 . 另外 , 欧 氏 空间 外 的 基底 {e;) 及 其 对 
偶 基 底 {e } 可 以 看 做 是 同一 空间 的 两 组 基底 ,这 两 组 基底 之 间 的 转 
换 关 系 为 
人 y St (1.4.5) 
e = g"ej. 
从 (1.4.5) 式 我 们 可 看 出 ,通过 张 量 (gs ) 将 向 量 e 的 指标 降下 
来 ,而 通过 张 量 (g’”) 则 使 向 量 e; 的 指标 升 上 去 了 . 这 类 运算 称 为 张 
量 指标 的 升降 . 指标 的 升降 对 任何 张 量 均 适 用 . 对 于 欧 氏 空间 中 的 
张 量 (Ta ) ,可 以 令 
Th = guyT he. (1.4.6) 
显然 我 们 可 以 将 了 ?2 与 工交 看 做 同一 张 量 在 不 同 基底 下 的 坐 
标 分 量 . 同样 有 
Ti = EY To (1.4.7) 
在 欧 氏 空间 中 ,如 果 取 某 组 基底 使 g; =6; ,这 时 显然 也 有 g’ 一 
,在 这 种 情形 下 ， 
e 一 gej = ei. (1.4.8) 
这 就 说 明 协 变 基底 与 逆 变 基底 是 一 致 的 ,因而 在 协 变 基底 与 逆 变 
基底 下 的 坐标 也 可 以 不 加 区 分 . 物理 学 与 力学 中 直角 坐标 下 的 张 
量 就 是 不 区 分 逆 变 与 协 变 的 . 


三 、 张 量 代数 

1, 张 量 的 加 法 

两 个 同 阶 张 量 ( Th ) 与 (Si ) 之 间 可 以 定义 加 法 如 下 : 
CT TN (1.4.9) 


显然 ,两 张 量 之 和 仍然 是 张 量 . 另外 , 张 量 的 加 法 满足 交换 律 
和 结合 律 ,并 且 存 在 零 张 量 . 
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2. 张 量 的 乘法 
任何 两 个 张 量 均 可 以 相 乘 ,乘积 称 为 两 个 张 量 的 张 量 积 . 两 个 


张 量 T= (Ti ) 与 二 (Si ) 的 张 量 积 定义 为 


(TO DS TS (1.4.10) 
张 量 积 的 阶 数 为 相 乘 的 两 张 量 阶 数 之 和 . 容易 验证 张 量 的 乘 
法 满足 结合 律 和 对 张 量 加 法 的 分 配 律 ,但 一 般 说 来 是 不 可 交换 的 . 
数 乘 张 量 为 零 阶 张 量 和 张 量 之 积 . 另外 ,向 量 的 张 量 积 称 为 简 
单 张 量 . 由 基 向 量 相 乘 得 到 的 张 量 积 ( 也 称 为 并 矢 ) 可 以 看 做 是 张 
量 的 基底 . 


3. 张 量 的 缩 并 

对 于 给 定 的 (p,qg) 阶 张 量 了 ,定义 对 其 第 & 个 逆 变 指标 和 
第 1 个 协 变 指标 的 缩 并 为 

Sh = Th (= PT) 41 

易于 验证 张 量 经 过 缩 并 运算 后 仍 是 张 量 . 张 量 的 缩 并 运算 使 
(p,9) 阶 张 量 降 阶 为 (p 一 1,g 一 1) 阶 张 量 . 定义 了 张 量 的 缩 并 运算 
以 后 ,我 们 发 现 , 欧 氏 空 间 中 张 量 指标 的 升降 运算 实际 上 是 在 张 量 
与 度量 系数 张 量 相 乘 以 后 再 进行 一 次 缩 并 运算 所 得 ， 

偶数 阶 张 量 经 过 一 定 的 缩 并 以 后 可 以 得 到 其 不 变量 , 即 不 随 
坐标 基底 变化 而 变化 的 标量 ,并 且 可 以 证 明 张 量 的 任何 有 理 不 变 
量 都 可 以 由 张 量 经 过 适当 的 张 量 积 和 缩 并 运算 得 到 . 


4. 张 量 的 对 称 和 反 称 

定义 1.5 一 张 量 对 于 一 组 同类 ( 逆 变 或 协 变 ) 指 标 称 为 是 对 
称 的 ,如 果 经 过 这 组 同类 指标 的 任意 排列 后 ,其 坐标 的 数值 不 变 . 

我 们 知道 ,任意 两 个 排列 都 可 以 经 过 逐次 的 两 个 指标 的 互 换 
从 一 个 排列 到 达 另 一 个 ,因此 张 量 的 对 称 相当 于 在 这 组 指标 中 的 
任何 对 换 而 坐标 值 不 变 . 
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张 量 的 对 称 性 是 其 内 在 的 性 质 . 要 证 明 这 一 点 只 需 验 证 张 量 
的 对 称 性 与 坐标 基底 的 选取 是 无 关 的 , 即 若 T; = T;, 则 有 TT; = 
荆 ;. 而 这 一 点 是 显然 成 立 的 . 

定义 了 张 量 的 对 称 性 后 ,类 似 地 可 定义 张 量 的 反 称 性 . 

定义 1.6 一 张 量 对 于 一 组 同类 指标 称 为 反 称 的 ,如 果 经 过 这 
组 指标 的 任意 奇 排列 后 ,其 坐标 的 数值 变 号 , 即 对 换 这 组 指标 中 的 
任意 两 个 指标 时 张 量 的 坐标 值 变 号 . 

和 张 量 对称 性 一 样 , 反 称 性 也 是 张 量 的 内 在 性 质 , 与 坐标 基底 
的 选取 无 关 . 

一 张 量 对 一 组 同类 指标 的 对 称 化 ,是 指 由 该 张 量 生 成 一 个 新 
的 对 称 张 量 ,方法 是 对 这 组 指标 的 所 有 可 能 的 排列 的 坐标 值 取 算 
术 平 均值 . 

例如 , 若 用 (Tupuko ) 表 示 对 张 量 (Tiu ?的 i,j,l 这 三 个 指标 的 
对 称 化 张 量 (将 对 称 化 的 一 组 指标 用 圆 括号 括 起 来 ), 则 由 定义 有 


Tepko PP 让 Tow 丰 Tus 填 Tu 本 Ti 丰 Ta 站 Ti J 


(1.4.12) 

一 张 量 对 一 组 同类 指标 的 反 称 化 ,是 指 由 这 个 张 量 生成 一 个 

反 称 张 量 ,方法 与 张 量 的 对 称 化 类 似 , 不 同 的 是 对 该 组 指标 的 奇 排 

列 时 的 坐标 值 加 上 负 号 , 偶 排列 时 的 坐标 值 加 上 正 号 ,再 进行 算术 

平均 . 类似 地 , 张 量 (Tsw ?对 指标 i,j,i 的 反 称 化 张 量 记 做 (Tesyrn) 
(将 反 称 化 的 一 组 指标 用 方 括号 括 起 来 ) ,由 定义 有 


Tria = (Tw 一 Tu 一 Ti 十 Tu 十 Tan 一 Tou)， 


(1.4.13) 
显然 , 若 张 量 对 一 组 同类 指标 原来 就 是 对 称 的 , 则 对 这 组 指标 
对 称 化 以 后 张 量 不 变 ; 同 样 , 若 张 量 对 一 组 同类 指标 原来 就 是 反 称 
的 , 则 对 这 组 指标 反 称 化 以 后 张 量 也 不 变 . 
为 了 方便 起 见 , 下 面 引 入 一 组 记号 ,这 些 记号 在 以 后 的 章节 中 
会 经 常用 到 . 
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定义 1.7 广义 Kronecker 符号 定义 为 
| 1， ”is 无 重复 指标 ,j3…j。 是 记 …is 的 偶 排列 ， 
Cp ip 一 


ip 


一 1， is 无 重复 指标 , 力 …j 是 二 …i 的 奇 排列 ， 
0， ”其 他 情形 . 
(1.4.14) 


利用 坐标 变换 公式 (1. 4. 2) 可 以 验证 ( 3522 ) 是 一 个 (p,) 阶 
张 量 , 这 个 张 量 对 上 、 下 标 都 是 反 称 的 . 

定义 1.8 设 o 是 数组 (1,…,k) 的 某 一 种 排列 ,定义 o 在 数组 
(7) 上 的 作用 为 cC7，…7) 二 (a( 广 )，…,o《74)). 记 数 组 
(1,…,k) 的 所 有 排列 组 成 的 集合 为 多 

有 了 以 上 的 记号 ,我 们 可 以 记 对 称 化 张 量 和 反 称 化 张 量 如 下 : 


(1) 张 量 (Th ) 对 指标 访 … 庆 (<g) 的 对 称 化 张 量 坐标 为 
了 和 1 se 六 1 3 (1.4.15) 
(2) 和 k<q) 的 反 称 化 张 量 坐 标 为 


: 3 
TT it k! Tn A Ta a jk! Cd sgn(oO) Tat. i 
“a 


(1.4.16) 
这 里 sgn(c) 表 示 olj1，…,j) 这 个 排列 的 符号 , 偶 排 列 为 正 号 , 奇 排 
列 为 负 号 . 
5. 张 量 的 内 积 
张 量 的 内 积 是 向 量 内 积 的 推广 . 对 于 给 定 的 两 个 同 阶 张 量 : 


T= (T 区 ) 和 $= (Si), 


定义 它们 之 间 的 内 积 为 
1 . eS 
TS pF eT 


(1.4.17) 
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容易 看 出 张 量 的 内 积 是 一 个 标量 ,满足 交换 律 . 需要 提醒 的 
是 , 张 量 的 内 积 不 是 代数 运算 . 


§1.5 张 量 的 反 称 化 和 外 积 


一 、 张 量 的 反 称 化 ,外 形式 


在 上 一 节 中 引进 了 张 量 的 反 称 化 的 概念 . 反 称 张 量 在 几何 上 

有 着 很 特殊 的 结构 . 现在 我 们 来 讨论 一 下 反 称 张 量 的 性 质 . 为 了 方 

便 起 见 , 这 里 我 们 只 对 全 反 称 化 (也 就 是 对 所 有 指标 均 反 称 化 的 张 
量 ) 张 量 进行 研究 . 记 张 量 了 的 反 称 化 张 量 为 [T], 由 定义 显然 有 

DT 十 S] = aLT]+[S], (1.5.1) 


[T® [SsS® RJ]]= [[T® SS]® RJ, (1.5.2) 
其 中 (1. 5. 1) 式 中 的 了 与 $ 是 同 阶 张 量 .上述 两 式 就 是 所 谓 反 称 化 
运算 的 线性 性 质 与 对 张 量 积 的 结合 


定义 1.9 向 量 空间 4* 上 的 p 阶 反 对 称 张 量 , 即 p 次 反对 称 
多 重 线性 函数 , 称 为 2* 上 的 p 次 外 形式 . 
显然 2" 上 的 全 体 p 次 外 形式 组 成 空间 2” 的 一 个 子 空间 . 这 
是 由 于 全 体 p 阶 张 量 组 成 的 空间 是 n? 维 的 , 反 称 化 以 后 得 到 它 的 
子 空间 ,是 C? 维 的 . p 次 外 形式 组 成 的 子 空间 记 做 如 由 
几 种 特殊 的 外: Yrwi 二 RR 是 实数 空间 ;2 = 经 " 是 99 的 对 
偶 空间 ; 当 p>n 时 ,一 {0} 只 有 零 元 素 . 
类 似 于 欧 氏 空间 中 向 量 的 叉 乘 ,可 以 定义 外 形式 的 外 积 如 下 : 
定义 1.10 令 gE 名 ,WE Yr 是 两 个 外 形式 , 则 定义 它们 之 


间 的 外 积 为 
pAw=: 站 Plyp® vy]. (1.5.3) 


如 果 按 照 多 重 线性 函数 的 张 量 定义 (1. 4. 3) 式 ,外 积 作为 一 个 
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多 重 线性 函数 的 定义 为 
(AW) Xs ,Xoo) 
= lor eh px i,) ” Yn 0 
一 Ont gC WE 
Niptg 


(1.5.4) 
这 里 用 到 了 反 称 的 定义 (1. 4. 16) 式 ,其 中 后 一 等 式 的 正确 性 是 因 
为 gq 和 ww 的 反对 称 性 质 . 
外 积 运 算 , 实 际 表示 了 对 两 个 张 量 的 张 量 积 轮 换 求 和 . 例如 ， 
对 偶 空 间 2"* 中 的 两 个 一 阶 张 量 即 向 量 ( 自 然 是 反对 称 的 ) 的 外 
积 为 
xN\y=xOy— yOx, Vrxy EL'. (1.5.5) 
显然 ,可 以 通过 定义 1. 10 由 空中 的 一 组 基底 来 定义 中 的 
基底 . 
由 定义 1. 10, 容 易 验证 外 形式 的 外 积 运算 具有 如 下 性 质 : 


AAy = Ay, AER, (1. 5.6) 
yAQp+0) 一 MyAp 十 wyA6， 本 :一 好 | 
9A(CYA6) = (9pAy) 人 6， (1.5.8) 
9Aw 一 (一 1)5%wA 人 9， (1.5.9) 


其 中 最 后 一 个 性 质 假定 了 9E€ 2 和 YESo, 它 的 证 明 只 要 考虑 
排列 
| 1 0. 9 苯 站 十 区 ey 
十 1 a. p+i+g 1 ea-. p 
的 符号 sgn(c) 一 (一 1)2. 
上 述 四 条 性 质 分 别称 为 外 积 运算 的 数 乘 性 质 、 线 性 性 质 .结合 
律 及 斜 交换 律 . 特别 地 , 当 g,y 为 两 个 一 阶 张 量 x,?, 即 向 量 时 ,有 
YAy 一 一 了 Ax， (1.5.10) 
xAx = 0. 《1, 5511) 
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这 个 性 质 类似 于 通常 三 维 空间 中 向 量 的 叉 乘 运算 . 另外 , 由 斜 交换 
律 可 以 看 出 当 p 或 g 为 偶数 时 , 即 只 要 做 外 积 的 两 个 外 形式 中 有 
一 个 是 偶 次 时 ,外 积 运算 总 是 可 交换 的 . 

定义 在 向 量 空间 4" 上 的 外 形式 一 共有 nn 十 1 个 向 量 空间 , 即 
2 它们 实际 上 包括 了 4 上 所 有 可 能 的 外 形式 . 将 
这 n 十 1 个 集合 放 在 一 起 组 成 一 个 大 集合 9( 宫 ) ,定义 为 

UL) = Li LB BD Ha (1.5.12) 

这 里 符号 “ 幼 ” 表 示 向 量 空间 的 直 和 . 如 果 在 此 集合 中 定义 两 种 运 
算 : 外 积 “ 人 ”及 加 法 “十 ”, 则 这 个 集合 在 上 述 两 种 运算 之 下 组 成 一 
个 代数 , 称 为 外 代数 ,也 称 为 Grassmanng 代数 . 这 个 代数 中 加 法 和 
外 积 之 间 服 从 分 配 律 : 


(So) A(Dw) EE DP (1. 5. 13) 


并 且 有 
Leh Lay Lsra? pi+gq<n, 
LeaN Lt = (0)C Li, p+a>n. 
二 、 向 量 的 外 积 


前 面 曾经 提 到 张 量 的 外 积 是 向 量 的 又 乘 的 一 种 推广 . 在 物理 
学 和 力学 中 ,我们 对 向 量 的 叉 乘 是 十 分 熟悉 的 ,这 里 专门 讨论 向 量 
之 间 的 外 积 . 
给 定 必 中 的 p 个 向 量 x;=zie; (i 二 1,…,p), 则 
xi Nx N'Ax,= (xie Nzye, NACzpes,) 
一 zi zy “zpes Ne, A Ne:, 
= > Eo 2 pe Ne, 人 …Aej 


万 < 一 < 


Q@ H.G.Grassmann(1809 一 1877) ,德国 数学 家 .语言 学 家 . 
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1 dy ae Jp 
1 YIt Xi 


= > | : : le Me;, A Me;,, 
n<™<i,| ， 
1 72 了 
4 ry 


即 
Ey 
mAmAvAm = : Je Ae, MNe,,. 
人 


(1.5.14) 
上 述 推导 过 程 中 利用 了 外 积 的 线性 性 质 与 行列 式 的 定义 . (1. 5. 14) 
式 实质 上 是 将 反 称 化 张 量 的 外 积 的 定义 应 用 于 p 个 向 量 的 连续 外 积 
的 情形 . 
由 于 向 量 的 外 积 仍然 是 张 量 ,在 欧 氏 空间 6" 中 ,就 可 以 像 张 量 
的 内 积 那样 来 定义 其 标量 积 . 首先 我 们 对 6" 中 基底 {e } 的 外 积 进 
行 讨论 . 令 
9 = eANe,AN'*Ne,, 
y= eMNe,N'**ANe;,, 
则 由 外 积 的 定义 (1. 5. 3) 式 和 反 称 化 张 量 的 表达 式 (1.4. 16) 可 得 


= ot es ,2 whe 
p= el 人 es A\*** Me, D1 Tt Ae 人 Ae:, ,) @ 6,] 


! p—D! 
oprnlotsr te Ne NNe, Be,,®e, | 


= = pl[e, Boe, @ Boe,] 
甜 > )sgn(o)e， @ @otin) @…Q Eoin) 


ESp 
注意 上 面 等 式 中 的 方 括号 均 表示 反 称 化 运算 . 上 式 也 可 记 为 
9 =e Ne he, = oe BO es,. (1.5.15) 
于 是 外 形式 p 与 w 的 内 积 可 定义 为 


ye 
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1 LE 
一 一 e000 ks Snip 
PT Sb 0 0 区 


Bi Bl, 


一 工 | : i 
zl: ;62 
Ein Bil, 
因此 
Bah Bj, 
gpg"vV= |: ts (1.5.16) 


gy gy, 
有 了 以 上 的 讨论 ,考虑 由 向 量 的 外 积 组 成 的 外 形式 的 内 积 . 令 
=xNxA Nr, y= yAyA Ny 
则 由 (1. 5.14) 式 和 (1. 5.16) 式 ,有 


i 
I zy 


sd -s a 
PV pri|: : lea A"**Ae, 
En x 
加 YY 
有 二 
3 ”|e 人 "Ne 
! 玉 jip 
P: 页 ;| 
yp yp i 
2 rz) |x Ye | 8 Bai 
1 本 
0p a ; |。 


Th | | 8 "Bi, 
再 应 用 行列 式 的 性 质 , 得 
BsTiyN gsriyp Tn Xe yy, 
py= H :2 2 3 
ByTpyi BoT232 To。 太 yp 
《7 
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我 们 也 可 以 这 样 推导 : 
gqg* y= (zi en A…Aes) » (yr ype A 人 …Aei) 
一 zi zp yl yp det(g;),)» 
= det(x; * y;),. 
例如 ,在 通常 的 三 维 欧 氏 空 间 中 ,三 个 向 量 x ,x ,xs 的 外 积 
人 xz Axs 对 自身 的 内 积 为 
2 


(xlAxz 人 xs)。(xIAxzz 人 xs) 一 | xz。xX Xx X2。X3 


X3 XI X33*X2 X3。X3 
一 (CO Xx)。xz) (1.5.18) 

讨论 了 向 量 外 积 的 内 积 以 后 , 接 下 来 我 们 看 下 面 两 个 由 向 量 
叉 乘 的 性 质 推广 而 来 的 定理 . 

定理 1.3 设 wi' 与 9;(i=1,2,…,pn) 是 4 中 的 两 组 向 量 ， 
其 中 {w'}) 是 线性 无 关 的 . 若 对 所 有 的 i 有 

wiAgp; 二 0 (对 i== 1,2,…,p 不 求 和 )， 
则 存在 wwE RCi,j 王 1,2,…,p) ,使 
9: 二 Dr 且 mg 一 ai (iyj = 1,2,.%",p). 

证 明 由 于 {@o'} 是 线性 无 关 的 ,因而 可 以 将 其 扩充 为 一 组 基 
底 . 令 这 组 基底 为 {ol，…o*,o2+ ao"}, 这 里 o8+，…,o" 为 
任意 的 使 {@'); 为 线性 无 关 组 的 向 量 , 同 时 令 py +: 一 … 一 9 一 0， 
故 gi(i 二 1,2,…,n) 可 以 由 {w'}, 这 组 基底 表示 : 


9 一 ao (i=1,2,.,n), 


并 且 当 i>p 时 ,os 一 0( 零 向 量 表示 的 唯一 性 ). 下 面 只 要 证 明 


wiAg: 一 aioOiAo 一 0 (对 i 二 1,2,…,p 不 求 和 )， 
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忆 于 一 oo)orAol 一 0 (对 i 一 1,2,…,p 不 求 和 )， 


再 由 唯一 性 可 知 a5 一 ai (i,j 二 1,2,…, 记 ). 
又 由 于 mw = 二 0(i>p), 故 有 a 二 ai 二 0 0 四 
这 一 定理 是 由 “三 维 欧 氏 空 间 中 , 当 aXb 二 0,b 了 0 时 ,a 可 以 
由 5b 表 出 ”这 一 事实 加 以 推广 得 到 的 . 下 面 的 定理 则 将 这 一 结论 进 
一 步 推 广 到 了 外 形式 的 情形 . 
定理 1.4 令 w!',w,…,w? 为 2" 中 的 p 个 线性 无 关 的 向 量 ， 
gi 为 中 中 的 p 次 外 形式 , 则 外 形式 2 满足 
R=o Ng +o Mg++oN\g, (1.5.19) 
的 充分 必要 条 件 是 
olAo: 人 …A 人 oz 人 m = 0. (1. 5. 20) 
证 明 必要 性 显然 ,下 面 证 明 充 分 性 . 
将 ol ,oo ，…oz 扩充 为 4" 中 的 一 组 基底 {o ) (Ci 一 1,2,…， 
n). 在 这 组 基底 下 考虑 8 的 展开 式 : 
Q= 2) aiio A No. (1. 5.21) 


用 @r 人 … 人 wr 与 9 作 外 积 ,由 于 向 量 外 积 的 反 交换 律 ,(1. 5. 21) 
趟 的 每 -项 wu oa 人.… 人 or 中 至 少 应 有 一 个 aiGi 一 1,2， 用 
才能 使 (1. 5. 20) 式 成 立 , 而 这 一 点 恰好 就 是 (1. 5. 19) 式 成 立 的 条 
件 ， 上 

当 p=1, 且 wi' 关 0 时 ,根据 定理 1.4, 由 wr 人 2 一 0 可 以 推出 ， 
存在 外 形式 91, 使 得 2 二 wm! 人 gi. 这 相当 于 在 外 积 运算 中 定义 了 
除法 . 


三 、Hodge 星 算 子 


前 面 我 们 提 到 了 外 形式 空间 Zt 的 维 数 为 C", 由 于 C; 一 
Cs ,因而 空间 和 w 与 络 , -具有 相同 的 维 数 .对 于 欧 氏 空间 6" 中 
的 外 形式 ,这 里 我 们 来 定义 这 两 个 外 形式 空间 之 间 的 一 个 映射 , 它 
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将 缠 j 中 的 一 个 元 素 映 射 到 名,_, 中 的 一 个 元 素 . 
定义 1.11 欧 氏 空间 "中 的 对 偶 映 射 
*: La> Ln 9 *qg, OC<p<n 
由 下 面 的 式 子 定义 : 


(x 9)i, i, = 站 Vel pr (1. 5. 22) 


式 中 g 二 det(g; ), 且 
Gh = gi “gg, (1. 5.23) 
为 欧 氏 空间 中 的 升 指标 运算 . 
映射 * 称 为 HodgeQ 星 算 子 . 这 个 算 子 具有 下 面 的 一 些 性 质 : 
(1) x (A 十 Wy) 二 A(x gq) 十 *Wy; (线性 性 ) 
(2) x (xg)=(—1)*" ”pg. (对 侦 性 ) 
第 一 条 性 质 是 很 直观 的 ,而 第 二 条 性 质 则 需要 进行 一 些 运算 
才能 得 出 : 在 欧 氏 空间 中 , x 9 的 逆 变 分 量 为 
(Cx OP gionione giln (x g) 


_Vlely- 


p! PR ld A “gi 


_Mely- 


ik oe pipkp giptliptl eo prinin 
iB B?*?8 EE" "Ph hs 


入 


gh gl gi 
一 亡 S | : : : : 
一 gL :pat, 
Bl oe gp got ee gn 
一 slots “det(g’ ) gn, i 
即 
(#9) on = MO C624) 


@ W.V.D. Hodge(1903 一 1975) ,英国 数学 家 . 
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因而 ,我们 有 
Cx Cp) = de a i 
| eT i ph, 
dT ee ga, 
一 (一 1)?"-p) se at ph a 
后 ,我 们 得 到 


(x(% 9)) ei, = (— 1)*") sgn(g) piri,: (1.5.25) 
当 外 形式 是 定义 在 欧 氏 空间 时 ,sgn(g) 之 0, 因 而 性 质 2 得 到 了 
验证 . 
定义 了 Hodge 星 算 子 以 后 ,通常 三 维 欧 氏 空间 8" 的 又 乘 运算 
与 本 节 定 义 的 外 积 运算 有 如 下 的 关系 : 
设 a 与 b 是 全 中 向 量 , 则 
axb= x(aN\b). (1. 5. 26) 
这 个 表达 式 与 经 典 的 叉 乘 定义 是 一 致 的 .另外 ,在 对 中 ,Hodge 星 
算 子 只 有 如 下 四 种 运算 : 
(1) * f= fei Ne Nes; 
(2) * (ziei) 一 ZiesAes 十 zzesAel 十 zielAez; 
(3) * (we, Nestw’ es Ne towel Nes)=w’e tw e tw es 
(4) * (feiNe,Nes)=f, 
其 中 f ,zi ,TT ww ,wRR. 这 里 性 质 (3) 说 明了 如 中 的 二 
阶 反 称 化 张 量 可 以 用 一 个 向 量 来 表示 . 力学 中 这 一 点 体现 在 角 速 
度 的 引进 .在 上 述 四 种 运算 中 假定 {e;} 是 标准 正 交 的 . 
最 后 ,还 有 两 个 基本 公式 : 


x*1=V|gle Ae A…Ae" = 
x* (Vl|gle! Me 入 …A 人 er) = 1. 


1 1Aez 人 …A 人 en， 
|g| 
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$ 1.6 几 类 特殊 张 量 和 它们 的 性 质 


一 、 二 阶 张 量 与 特征 值 


在 力学 中 最 常见 的 张 量 就 是 所 谓 的 欧 氏 空间 中 的 二 阶 张 量 . 
考虑 一 个 二 阶 张 量 T==(T;). 对 于 任意 的 两 个 欧 氏 向 量 6 和 ,可 
以 通过 张 量 的 标量 积 来 定义 一 个 二 次 型 : 

(€,TH) = €'gsThy, (1.6.1) 
这 里 Tg 二 Tiyie; 为 张 量 T 与 向 量 委 进行 张 量 积 后 再 对 后 一 个 省 
变 指标 与 协 变 指标 的 缩 并 . 

我 们 说 二 阶 张 量 (T;) 在 具有 度量 系数 g; 的 空间 中 是 对 称 的 ， 
如 果 T; 二 Ti ,这 里 T; 二 gaT; 是 T; 的 降 指标 运算 . 同样 若 T; = 
一 Ti, 则 (T;) 称 为 是 反 称 的 . 下 面 的 定理 说 明了 张 量 的 对 称 性 与 
二 次 型 的 关系 . 

定理 1.5 将 张 量 (T;) 看 做 是 定义 在 度量 系数 为 gj; 的 欧 氏 空 
间或 伪 欧 氏 空 间 上 的 线性 算 子 , 则 

(1) (Ti) 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 


(TE = (€,Tn); (1.6.2) 
(2) 〈T; ) 是 反 称 的 , 当 且 仅 当 
(TE ,91) =— (€, Tn). (1. 6. 3) 


定理 1.5 是 易于 证 明 的 ,由 读者 自行 完成 . 
对 应 于 张 量 (T;) 的 二 次 型 ,可 以 如 下 定义 其 特征 值 ， 
Tigi = 2 (1.6.4) 

4 就 是 (T;) 的 特征 值 ;对 于 相应 的 协 变 张 量 (T; ) ,其 特征 值 定义 
如 下 : 

: g"Tué’ = XM’. (1.6.5) 
而 多 项 式 det(T, 一 A6;) 和 det(T; 一 Mg ) 称 为 相应 的 特征 多 项 式 . 

另外 ,T; 二 g*Ts 称 为 张 量 T 的 迹 , 它 在 坐标 变换 下 是 一 个 不 
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变 的 量 . 同样 矩阵 (T;) 的 行列 式 det(T;) 也 是 不 变量 . 

通常 在 连续 介质 力学 中 一 点 的 应 力 张 量 及 应 变 张 量 都 是 三 维 
空间 中 的 二 阶 张 量 的 例子 . 刚体 力学 中 的 角速度 矢量 实际 上 是 一 
个 反 称 的 二 阶 张 量 : 


0 as wz 
有 一 | 一 os 0 1 
oz ”一同 0 


二 、Levi-Civita 符号 


Levi-Civita 符号 是 一 类 特殊 的 广义 Kronecker 符号 , 它 服 从 张 
量 的 变换 规律 . 其 定义 如 下 : 
定义 1.12 Levi-Civita 符号 定义 为 
1， an 是 1…2 的 偶 排 列 ， 
|- 1， i 是 1…n 的 奇 排列 ， 
0， ”其 他 情形 . 


(1. 6. 6) 


下 面 来 讨论 一 下 ei .… ,er “与 Kronecker 符号 8 的 关系 . 对 
于 经 5 中 的 Levi-Civita 符号 ,有 
eye = 00!— 8:0!= 6%; 
对 于 一 般 经 中 的 Levi-Civita 符号 ,有 
Cap 一 人 的 


= 2 sgn(o)od dd) = det(8x )。 (1.6.7) 


o€S, 

上 式 在 三 维 情形 就 是 
六 
een 一 | 中 号 号 |. 


0 03 Da 
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对 第 三 组 分 量 缩 并 ,得 
ee 
一 般 地 ,我 们 有 


TR (7 一 力 )! ji 
jpipt1™ig (n— gq)! hwis 


这 一 条 性 质 请 读者 自行 证 明 . 
附带 说 明 , 有 的 书 上 也 称 Levi-Civita 符号 为 Ricei 符号 . 


(1.6.8) 


习 题 一 


1. 试 证 det(gv ) 天 0. 
2. 求 坐标 变换 下 g; 和 8 的 变换 规律 . 
3. 在 三 维 欧 氏 空间 中 给 定 基底 {e; } ,用 通常 向 量 运算 方式 给 
出 其 对 偶 基底 . 
4. 在 伪 欧 氏 空间 6:,: 中 , 设 度量 系数 矩阵 G 一 diag(1, 一 1, 一 1). 
若 定义 其 中 两 个 向 量 = (6 , 台 ) 与 9 二 ( 力 , 才 ,六 ) 的 双 乘 为 
EXn= (FETET EP EP ED), 
试 证 明 : 
(1) 对 于 基底 eo ,el ,es,， 有 
eo Xel=—e, Eo Xez 一 el， elXez 一 eo; 
(2) 对 于 6 ,62 ,6 EL ,有 Jacobi 恒等式 成 立 : 
Ei X(€2 XE)tEs XE XE)+E xX (€s XE) = 0; 
(3) 上 述 结论 对 Lorentz 变换 保持 不 变 . 
5 证明 :0 二 一)! ga 


hpiptivis+te (n—p—g)! PA 
6. 证 明 Hodge 星 算 子 的 下 列 性 质 : 
(1)( 关 四)。( 关 多 ) 一 站。 vy; 
(2) py 一 * (pM (x wy)). 
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§ 2.1 曲 纹 坐标 与 活动 标 架 


一 、 曲 纹 坐标 


定义 2.1( 欧 氏 空 间 中 的 笛 卡 儿 坐 标 ) ”对 于 维 欧 氏 空间 
@" 中 的 一 个 点 ,给 定 实数 组 (Zz! ,z?，,… ,zx") 与 之 对 应 ,满足 : 
(1) 不 同 的 点 对 应 于 不 同 的 数组 , 即 当 上 且 仅 当 zx'=y'(i=1， 
2,…,n) 时 ,Pz zz) 与 Q(O, 交 加) 是 同一 点 ; 
(2) 任意 数组 (z:，,…，,z") 代 表 空 间 一 个 点 . 
这 样 给 定 的 数组 称 为 欧 氏 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 . 
定义 2.2( 欧 氏 空 间 中 的 曲 纹 坐标 ) ” 设 在 n 维 欧 氏 空间 6" 中 
的 区 域 9 上 给 定 了 个 实 光 滑 函 数 ( 至 少 三 阶 以 上 连续 可 微 ): 
T= Zr(y yy) (i=1,2,.,n), C2 
其 中 Cy ，…,y") 是 9 上 点 的 笛 卡 儿 坐 标 . 如 果 (2. 1. 1) 式 的 Jacobi 
行列 式 满足 
了 二 BCzl,……,z") 


= 0, (2.1.2) 
则 (zx ,…,z") 与 (y!，…,y") 之 间 是 一 一 对 应 , 即 存在 反 函 数 
y= yr 7) (i= 1,2,.%,n). (2. 1. 3) 


于 是 参数 (z ，…,z") 与 (y，,…,y") 一 样 ,也 确定 了 9 上 的 点 ,所 以 
参数 (zx',…,z") 也 是 9 上 的 坐标 . 由 于 当 zx’ 变动 而 x’(j 二 1， 
2,"… ,nj 六 i) 固定 时 ,数组 (zx*,… ,zx") 在 9 内 描绘 出 一 族 曲 线 ,而 
不 同 的 z' 变动 时 一 共 描 绘 出 n 族 曲线 ,形成 了 2 内 的 曲线 网 ,所 以 
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参数 (zx',…,z") 也 称 为 曲 纹 坐 标 或 曲线 坐标 . 
例如 ,通常 在 物理 学 和 力学 中 采用 如 下 两 种 曲 纹 坐 标 : 
(1) 柱 坐 标 : 


y’ = rsing, (ca 214) 

=z 
这 里 (y' ,y? ,yy ) 是 点 的 笛 卡 儿 坐 标 ,(r,gp,z) 是 我 们 定义 的 参数 , 相 
当 于 定义 2.2 中 的 (xz! ,xz? ,zx’),Jacobi 行列 式 为 


cosp 一 rsinp 0 


! = rco 
| 村 站 


J 一 |sinp rcosp 0 
0 0 
当 r>>0,0<g<2r 时 ,上 式 不 为 零 . 
(2) 球 坐标 : 


= rcospsinb， 


一 


r 宇 0 
0<op<2r 
0 委 0 魏 r 


y = rsingsing, ， (2.1.5) 


y= rcosb 
这 里 的 Jacobi 行列 式 为 
cosgsing rcospcosg 一 rsinpsinb 
J= | sinpsing rsinpcosb rcosgsing | 一 rsing. 
cosO 一 rsinbg 0 


当 r>>0,0<0<r 时 ,J 天 0. 
二 、 活动 标 架 
在 给 定 了 曲 纹 坐标 (2. 1. 1) 后 的 维 欧 氏 空间 的 区 域 9 内 的 
每 一 点 , 沿 每 一 族 曲 线 均 有 一 个 切 向 量 : 
ee 
ar Ar’ or 
由 (2.1.2) 式 可 知 这 组 向 量 是 线性 无 关 的 ,并 且 显 然 是 n 维 欧 氏 空 
间 中 的 极 大 线性 无 关 组 ,因而 可 以 将 它 作为 哆 氏 空 间 的 一 组 基底 . 


) (i=1,2,°,n). (2.1.6) 
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显然 ,这 组 基底 是 和 2 内 的 点 有 关 的 , 即 在 不 同 的 点 上 基底 不 
同 .我 们 称 这 种 基底 为 活动 标 架 , 意 即 随 点 的 不 同 而 变动 的 标 架 . 
有 时 也 称 之 为 自然 坐标 ,这 是 由 于 一 旦 引进 了 曲线 坐标 , 便 由 之 确 
定 了 它 相 应 的 活动 标 架 . 

既然 在 一 般 情形 下 9 内 的 每 一 点 给 定 了 一 个 活动 标 架 ,所 以 
我 们 实际 上 给 出 了 区 域 9 上 的 一 个 标 架 场 . 

场 概念 的 引进 是 物理 学 和 力学 中 的 一 次 认识 上 的 飞 轻 . 对 于 
重力 的 认识 就 充分 体现 了 这 一 点 . 人 们 最 初 对 重力 的 理解 是 : 认为 
物体 受 重力 作用 是 在 物体 上 作用 有 一 个 力 ,一 旦 离开 了 物体 所 在 
的 地 方 这 个 力也 就 不 存在 了 ,而 且 这 个 力 还 必然 有 一 个 施 力 者 (就 
是 地 球 ). 随 着 认识 的 进一步 深入 ,人 们 逐渐 认识 到 物体 不 管 在 什 
么 地 方 都 受到 重力 的 作用 ,因而 重力 的 存在 并 不 依赖 于 受 力 物 体 
的 存在 与 否 ,这 就 将 重力 的 作用 看 做 是 空间 中 的 场 , 即 所 谓 的 引力 
场 .再 进一步 的 抽象 就 产生 了 标量 场 、 向 量 场 、 张 量 场 等 等 . 同时 由 
于 曲 纹 坐 标的 引入 ,自然 而 然 又 引入 了 标 架 场 的 概念 . 引入 了 张 量 
场 与 标 架 场 以 后 ,每 一 点 的 张 量 均 可 在 该 点 的 标 架 上 分 解 : 

T(p) = TA (p)e: (p)**ei, (p)en (p)**e’s (p), 
《2 
式 中 p 为 空间 中 的 点 , {ei} 是 欧 氏 空间 中 点 p 处 的 对 偶 基 底 . 

既然 欧 氏 空间 中 的 活动 标 架 与 点 有 关 , 则 活动 标 架 所 决定 的 

度量 系数 也 是 点 的 函数 : 


gy(p) = ei(p) » e;(p). (2.1.8) 
由 上 一 章 的 结论 ,e 的 对 偶 基 底 为 
e'(p) 一 8 (p)e;(p), (2.1.9) 
其 中 
8 (p)gx lp) = od. (2.1.10) 


接 下 来 我 们 讨论 空间 在 给 定 不 同 的 曲 纹 坐 标 时 标 架 场 的 变换 
关系 . 给 定 两 组 曲 纹 坐 标 {z') 与 {ZX } 如 下 : 
T=Tx(y yy) 与 2 = 7 (yy) 
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则 其 相应 的 活动 标 架 {ei} 与 {827} 为 


Ce ee 

由 复合 函数 微 商 的 链 式 法 则 ,有 
g, (路 ，… ) ( 引 az ..., oy = az 
AF oz Ar' 9 去 Ox' 9 43 


也 就 是 说 , 若 令 e 二 (el ，…,e,) ,5 一 (5，… Ex) 都 是 形式 的 列 
向 量 , 则 有 
z 一 4e， (2.1.11) 


式 中 A= (总 7 ) 是 nXn 阶 逢 阵 函 数 . 


三 、 活动 标 架 的 微 商 


由 于 标 架 场 是 点 的 函数 ,因而 相 邻 的 两 点 上 的 标 架 就 有 变化 . 
下 面 我 们 来 讨论 标 架 随 点 的 变化 规律 . 
给 定 空间 一 点 p, 记 其 笛 卡 儿 坐标 为 r 二 Cy ，,…,y"). 设 p 点 变 
化 时 ,得 到 相 邻 的 一 点 r 十 dr, 其 中 改变 量 dr 在 曲 纹 坐标 (zx!，,…， 
z") 中 的 表示 为 
d= (dyymsdy’) = (中 ,2 dz Ss 
(2.1.12) 
而 标 架 {ei} 也 可 以 记 为 
= ar 
Br 
由 于 曲 纹 坐 标的 标 架 本 身 不 像 笛 卡 儿 坐 标的 标 架 , 它 在 空间 
不 同 点 是 不 同 的 .我 们 来 讨论 标 架 本 身 的 微 商 . 一 般 地 , 标 架 {e;} 的 
微分 可 表示 为 


(2.1.13) 


de 一 Sdz’ (2.1.14) 
ar 


然 ,只 要 讨论 清楚 了 2 3 , 则 标 架 的 微分 以 及 任意 向 量 场 的 
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微分 也 就 全 清楚 了 . 注意 到 2 仍然 是 欧 氏 空间 中 的 向 量 ,因而 它 


在 标 架 场 中 可 沿 原 基底 分 解 为 
Oe: nk < er 
站 =mie= 沁 (让 )， (2.1.15) 
其 中 下 为 实 函数 . 利用 偏 导 数 的 可 交换 性 , 即 327 (3 ) 一 
9 /er 
3z7 (37) 有 
r= rs. (2.1.16) 
由 (2. 1. 15) 式 与 原 基底 作 内 积 ,得 
0 = rhe .el 一 Togu， 
De' nk 
az’ “ei= Tjge?, 
两 式 相 加 ,可 得 
Al(e:*@1) Og _ x 大 
Bl Tignu + Tyg: 
对 上 式 中 i,j,l 三 个 指标 轮换 ,得 到 另外 两 式 : 
Og PR 
St = Tigu + Tg 
es PE TS +TIhgn: 
or 


将 上 面 三 式 中 前 两 式 相 加 , 减 去 第 三 式 ,并 利用 Ts 的 对 称 性 (2. 1. 16) 
式 ,我 们 有 


} (Bs 十 3 一 By) ET C2.1.17) 


Tsgu = 全 Br’ ar; 
这 里 Ps 称 为 第 一 类 Christoffel? 符号 ,而 有 5* 则 称 为 第 二 类 
Christoffel 符号 . 由 上 式 可 得 


Q@ E. B. Christoffel(1829 一 1900) ,德国 数学 家 . 


第 二 章 ” 欧 氏 空间 中 的 曲 纹 坐标 “37 


好 8ga O87 Ogs 
r= Se (3+) (2.1.18) 
另外 ,从 (2.1.17) 式 还 可 得 到 
3 = Ta t+ Ta (2.1.19) 


下 面 我 们 来 讨论 第 二 类 Christoffel 符号 在 坐标 变换 下 的 变换 
规律 . 设 有 两 组 曲 纹 坐标 zx'==zxi(y,…,y") 及 2 二 7 (yl,y")， 


其 相应 的 标 架 分 别 为 一 25 与 zy 一 225. 两 组 标 架 之 间 的 转换 关 
系 为 


(2. 1. 20) 


其 中 Ba =6i. 由 (2.1.14) 与 (2.1.15) 两 式 知 
de; = T's dzx’e,, 
而 由 (2. 1. 20) 式 的 第 一 式 , 得 
de;= d(B’ @;) = d(B’ ) ey +P’ dey 
= (dB +PB'TS,dz’) er 
= (党 84 du + pF Bfdze jage， 


= (« 六 + B? BatF ss, )drie,. 
比较 以 上 两 式 , 有 
让 十 87 BY atT go 
站 7 Br’ CR A 


Brz4 Oz | Az? Oz" Ox Fe 
BZ" Bridr’ Ox' azj az 罗 
(2.1. 3D 芍 表 时， thot 不 再 遵从 张 量 的 变换 规 


则 ,而 多 出 了 一 项 2z7r ,因而 (Ts# ) 不 是 张 量 . P* 也 称 为 空间 


(2.1.21) 


Ne EE 
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的 联络 系数 ,正如 g; 刻 画 了 空间 的 度量 性 质 一 样 , 它 刻画 了 空间 的 
微 商 性 质 . 

(2. 1.18) 式 给 出 了 联络 系数 与 度量 系数 之 间 的 关系 . 满足 这 
样 关系 的 空间 之 联络 称 为 Riemann 联络 . 一 般 地 ,空间 中 如 果 给 定 
了 一 个 任意 的 联络 系数 P5， 只 要 它 在 坐标 转换 下 的 变换 规律 是 
(2.1. 21) 式 , 则 在 空间 中 就 可 以 进行 微分 运算 . 这 样 的 空间 称 为 联 
络 空间 . 由 (2. 1. 18) 式 知 Riemann 联络 的 联络 系数 是 下 标 对 称 的 ， 
即 T$ 二 , 称 这 种 联络 为 对 称 联络 . 由 于 在 一 般 的 联络 空间 中 并 
不 一 定 能 给 出 空间 的 度量 系数 , 即 不 能 给 出 空间 的 度量 性 质 ,因而 
通常 联络 空间 不 是 度量 空间 . 

同样 ,如 果 对 某 空间 给 定 其 度量 系数 g; ,这 组 数 在 坐标 变换 下 
满足 张 量 的 变换 规律 ,并 且 其 相应 的 二 次 型 是 对 称 正定 的 , 则 这 样 
的 空间 称 为 Riemann 空间 . 若 g; 是 对 称 、 非 退化 、 不 定 的 , 则 构成 
一 个 伪 Riemann 空间 . 由 上 面 的 讨论 可 知 ,( 伪 ) Riemann 空间 一 定 
是 联络 空间 ,并 且 具 有 对 称 的 联络 . 

( 伪 )Riemann 空间 和 通常 的 ( 伪 ) 欧 氏 空间 的 区 别 在 于 : 在 
( 伪 ) 欧 氏 空间 中 存在 一 个 全 空间 的 坐标 变换 ,使 得 在 新 的 坐标 基 
底下 度量 系数 的 矩阵 为 对 角 元 素 是 1( 或 一 1) 的 对 角 和 矩阵 ,而 对 于 
一 般 的 ( 伪 ) Riemann 空间 只 能 在 某 个 局 部 区 域 中 做 到 这 一 点 ,但 
在 全 空间 中 是 找 不 到 这 样 的 一 个 统一 的 变换 的 . 


$2.2 绝对 微 商 


一 、 协 变 导数 


上 一 节 中 讨论 了 曲 纹 坐标 及 其 标 架 的 微分 ,并 讨论 了 随 之 引 
进 的 空间 的 联络 系数 及 其 在 坐标 变换 下 的 变换 规律 . 这 里 我 们 来 
考虑 空间 中 向 量 场 的 协 变 导 数 , 也 就 是 空间 中 向 量 场 的 微分 结构 . 

对 于 给 定 了 曲 纹 坐标 x'(i 二 1,2,…,n) 的 欧 氏 空间 6", 给 定 一 
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个 向 量 场 v, 它 在 标 架 场 中 的 分 解 形式 为 


v= Viei. (2:2.1) 
由 于 给 定 的 向 量 场 "是 空间 中 点 的 函数 ,我 们 考虑 其 微分 : 
dy = vide; + (dvi’)e:. (C2830) 
由 上 一 节 中 关于 标 架 的 微分 (2. 1. 15) 式 ,得 
dy 一 (du + Tv’ dze)ei 本 《2 23) 
即 dy 在 标 架 场 的 坐标 为 
(dv)’ = dv + Tiv’dzt. (2. 2. 4) 


(2. 2. 4) 式 说 明 ,一般 地 (dv)' 关 dvi. du 称 为 向 量 的 相对 微分 ， 
即 分 量 的 微分 ;而 dy 称 为 向 量 的 绝对 微分 . 它们 的 差别 vw’ dz 
表示 活动 标 架 本 身 的 转动 或 者 伸缩 的 效应 . 当 这 一 项 为 零 时 ,就 说 
明 标 架 没 有 变化 ,绝对 微分 与 相对 微分 就 一 样 了 . 

由 (2.2.3) 式 可 以 定义 向 量 v 的 协 变 导数 . 将 (2. 2. 3) 式 中 的 
du 用 dz* 表示 出 来 ,得 


dv = ( 痉 十 Fw drte,, 


其 中 系数 十 Tv’ 就 称 为 向 量 场 v 的 协 变 导 数 , 记 做 div', Viv 
或 v',, 即 
div' = Viv’' = vi, = r+ Taw (2.2.5) 


向 量 v 的 协 变 导 数 Viv' 是 一 个 二 阶 张 量 ,对 指标 i 服从 逆 变 规 
律 ,对 指标 服从 协 变 规律 . 关于 这 一 点 只 要 考虑 在 两 组 标 架 场 
{e} 和 {er)} 下 的 变换 规律 ; 


?一 vei 一 可 6 
由 坐标 转换 规律 得 
太一 ai 了 7 = az 5 9 
Gk 


因此 ,有 


40 ”微分 几何 及 其 在 力学 中 的 应 用 


Vv' = 2 十 Taui = 3 2 rioras 


一 df +01 十 Da 
利用 联络 系数 TY 的 坐标 变换 关系 (2. 1.21) 式 ,得 
wa op +0 toy po + Br BaF tator 


一 0 Br (es + Por )+ (OS 十 away 2 )， 
其 中 后 一 括号 内 为 零 . 事实 上 ， 

1 OB i BE : Op’ Bay Qay 
Qpaj Bzr Qyay az Qap B21 -Br3 上 S27 Bz 
这 里 我 们 用 到 了 复合 函数 微 商 的 链 式 法 则 和 二 阶 偏 导数 的 可 交换 
性 . 因此 ,我 们 有 


Viv' = aip! WD. (2.2.6) 
这 说 明 向 量 的 协 变 导 数 在 坐标 变换 下 满足 张 量 的 变换 规律 . 
若 向 量 场 是 常 向 量 , 则 有 
Viv’' = 0; (2.2.7) 
反之 , 若 上 式 成 立 , 则 向 量 场 为 常 向 量 场 .所 以 (2. 2.7) 式 是 向 量 场 
为 常 向 量 场 的 充分 必要 条 件 . 由 (2. 2. 6) 式 可 以 看 出 这 一 性 质 与 活 
动 标 架 的 选取 是 无 关 的 . (2. 2. 7) 式 也 可 以 写 为 
dvi+ Tividz = 0. (2. 2. 8) 
如 果 考 虑 v 是 定义 在 某 一 条 由 参数 t 所 确定 的 曲线 z'= z(t) 
上 的 向 量 , 则 有 
矿 十 Zvi 二 0， 


其 中 必 一 部. 车 所 考虑 的 v= 过 6, 则 得 到 空间 的 测 地 线 (geodes- 


ics)z' 二 zx'(t) 满 足 的 方程 
产 十 方 友 一 0. (2. 2.9) 
通过 向 量 的 协 变 导 数 还 可 以 定义 它 的 方向 导数 . 设 点 是 空间 
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中 的 向 量 场 , 则 向 量 场 y 沿 方向 & 的 方向 导数 定义 为 
Vi = :Vy. (2. 2. 10) 
由 (2.2.10) 式 可 以 看 出 ,所 谓 空间 的 测 地 线 就 是 其 切 向 量 T= 
zie; 沿 自身 的 方向 导数 为 零 的 曲线 : 
VT = 0. (2.2.11) 
一 方面 ,从 力学 的 角度 来 看 , 测 地 线 就 是 约束 在 空间 中 的 质点 
做 惯性 运动 时 的 轨迹 . 而 另 一 方面 ,给 定 的 空间 力 场 也 可 以 看 做 是 
一 种 给 定 的 空间 中 的 联络 , 它 使 得 空间 的 测 地 线 ( 即 短程 线 ) 改 
变 了 . 


二 、 逆 变 导数 


前 面 对 空间 中 的 向 量 定 义 了 协 变 导 数 ,而 这 里 所 讨论 的 逆 变 
导数 是 针对 其 对 侦 空间 中 的 向 量 而 定义 的 . 
令 v 是 空间 中 的 菜 一 常 向 量 , 由 (2. 2. 8) 式 知 它 应 满足 
du 一 一 有 xvidze. (2.2.12) 
考虑 其 对 偶 空间 6” 中 的 一 个 向 量 场 二 ue'. 由 对 偶 性 质 知 道 
u(y) = 2 
上 式 的 微分 为 
d(uiv’') = d[u(y)] = (du) (v), 
这 里 已 经 用 到 了 v 是 常 向 量 这 一 性 质 . 对 上 一 等 式 的 第 一 项 应 用 微 
分 法 则 ,有 
(du) (vy)= d(uv’') 一 du 十 下 dz 
=— ul jvidr + vdu = (du — wT dr ) vi. 
由 对 偶 的 定义 及 向 量 场 "的 任意 性 ,有 
(du); = du; — Tiujdxt. (2.2.13) 
类 似 向 量 协 变 导 数 的 定义 ,可 以 定义 对 侦 空 间 中 向 量 的 逆 变 导 
数 为 


Bus _ 1 
Viu; = 3 一 Ta (2. 2.14) 
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同样 ,可 以 证 明 对 侦 向 量 的 逆 变 导数 也 是 一 个 二 阶 张 量 ,服从 
道 变 规律 . 

三 、 张 量 的 绝对 微 商 

有 了 前 面 所 定义 的 向 量 的 协 变 导数 和 逆 变 导数 就 可 以 来 考虑 
一 般 张 量 的 绝对 微 商 

给 定 一 个 (p,q) 阶 张 量 T=( Th ) , 任 取 9 个 常 向 量 由 ,ev， 
w 和 思 个 对 偶 空间 中 的 常 向 量 wi ,w? ，,… ,ur ,由 张 量 多 重 线性 函数 
的 定义 ,有 


TOm oh) = Th ur 
(2.2.15) 
由 于 w (二 1,2,…,p) 和 ww《l 二 1,2,…,q) 均 是 常 向 量 ,因而 du 二 0， 
dv 二 0, 即 有 
du! = 和 dz (一 1,2,… 力 )， 
dv 一 一 UPadzt (l= 1,2,.…,9). 
对 (2. 2.15) 式 进行 微分 ,并 考虑 到 w' 和 均 是 常 向 量 ,得 
(dD spr) = d( Th vd et ) 


Eh EY i ( ee ) 
(da )ot vues ww 十 Ti vv 


是 Th (vf “vs ) (wiriidz:) (2 wp ) 
) (wridz’) 


re) 


下 二 so (wi “ee ) (a ut! 


2 一 1 
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一 (daT2 十 oi Td 

和 了 3 27 dz 一 本 T a dz)o vps 和 

ET ee 芝 汪 二 抽 因 下 
商 为 


oT 
VT +t TT Th TE 


二 
此 绝对 微 商 , 写 成 算 子 的 形式 记 做 d, 即 
(DTY, = VTA (2.2.17) 


容易 证 明 绝 对 微 商 算 子 d 符合 通常 的 微分 运算 法 则 : 

(1) d(cT)==cdT (c 为 常数 )， 

(2) d(T+S$)=dT+dS; 

(3) dCTQS)=dTQS+TTQdS. 

这 些 公式 的 成 立 与 曲线 坐标 的 选择 是 无 关 的 . 由 定义 可 以 立 
即 看 出 ,绝对 微 商 算 子 d 将 一 个 (p,q) 阶 张 量 映 射 到 一 个 (p,q 十 1) 
阶 张 量 . 

度量 张 量 的 绝对 微 商 与 联络 系数 的 关系 体现 在 下 面 的 定 
理 中 . 

定理 2.1 Vig; 二 0 的 充分 必要 条 件 是 存在 唯一 的 对 称 联络 
系数 六 ,满足 

和 1 w /8s ,9g Ogs 

Ds 2 (站 十 3 大 
证 明 必要 性 由 条 件 知 Ts5 一 和， 并且 
2 一 了 一 Tigy = 0. 
重复 上 一 节 关 于 活动 标 架 中 联络 系数 的 引进 过 程 即 得 结论 . 

充分 性 ”将 联络 系数 的 表达 式 代 人 绝对 微 商 的 定义 中 即 得 .上 
由 绝对 微 商 的 引进 可 以 看 出 ,在 空间 中 只 需 给 定 了 联络 系数 ， 
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则 绝对 微 商 的 运算 就 是 合法 的 , 它 与 空间 的 度量 系数 无 关 . 这 就 是 
为 什么 我 们 说 联络 系数 描述 了 空间 的 微分 结构 . 


四 、 正 交 曲 线 坐 标 与 非 完整 系 


当 对 nn 维 空间 引进 一 组 曲 纹 坐标 ,使 它 的 每 一 点 上 的 曲线 网 
的 切 向 量 都 是 相互 正 交 的 向 量 时 ,这 样 的 坐标 网 就 称 为 正 交 曲线 
坐标 . 十 分 遗憾 的 是 这 种 正 交 曲线 坐标 并 不 总 是 存在 的 ,一 般 说 来 
只 有 在 三 维 情况 下 正 交 曲线 坐标 才 总 是 存在 的 . 

假设 在 维 空间 中 找到 了 一 个 正 交 曲线 坐标 , 记 其 标 架 场 为 


一 站 5;. 由 正 交 曲线 坐标 的 定义 ,我 们 知道 8 0 让 ), 即 


(gi) = diag(guh，…， gw). 
由 对 角 和 矩阵 的 性 质 立 即 有 
(g’”) = diag(l/g1 ,1/g,n). 


由 于 度量 系数 和 矩阵 是 如 上 的 对 角 和 矩阵 ,因而 相应 于 度量 系数 的 联 
络 系数 也 有 特殊 的 形式 . 可 以 证 明 如 下 定理 : 
定理 2.2 对 于 正 交 曲线 坐标 ,第 一 类 和 第 二 类 Christoffel 符 


Ths 二 0， 二 0 (ij 全 不 相同 ); 
三 下 下 ij Bij (Ci 让; 
三 一 2 Bai? Ts 2 (CE 


OlnVg: 
DBzi “ 
以 上 所 有 重复 指标 均 不 求 和 ,gsv 表 示 gs 对 zz’ 的 偏 导数 (后 面 没有 
特别 说 明 的 地 方 均 采 用 类 似 的 记号 ). 
定理 的 证 明 请 读者 自行 完成 . 
对 于 正 交 曲 线 坐标 ,除了 切 向 量 构 成 的 活动 标 架 外 ,还 可 以 对 
其 引进 一 组 物理 标 架 , 即 通 常 的 单位 正 交 标 架 : 


=Vg'ei, 《2. 2. 18) 


1 i i 
Ti Ti 2 Sa Ts; Ti = 
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这 里 对 i 不 求 和 . 在 这 组 标 架 下 ,空间 的 度量 系数 是 一 个 单位 矩阵 : 

Bi* 8; = 03- (2.2.19) 
在 这 种 情形 下 , 协 变 基 与 逆 变 基 就 完全 重合 了 . 由 于 这 时 的 活动 标 
架 不 再 是 曲线 网 的 切 向 量 ,而 是 其 单位 化 向 量 ,因而 标 架 的 微 商 也 
就 不 再 具有 8$ 2. 1 中 (2. 1. 18) 式 所 示 的 那 种 联络 系数 与 度量 系数 
的 协调 关系 了 . 为 了 讨论 清楚 这 一 点 ,假设 存在 Cy，y*，…，,y")， 
使 得 


_ar 
8 一 3 
则 有 
ar_ 6 _ 1 .8r ,对 ;不 
ay “Bx (对 i 不 求 和 ). 
这 组 方程 有 解 的 充分 必要 条 件 是 方程 组 
站 二 V8s 0; 《对 i 不 求 和 ) (2. 2. 20) 


有 解 .一 般 地 ,由 微分 方程 的 性 质 知 方程 组 (2. 2. 20) 是 无 解 的 . 由 
此 说 明了 非常 重要 的 一 点 一 般 地 ,不 存在 一 个 切 向 量 为 & 的 曲 
纹 坐标 . 这 种 以 非 曲 纹 坐 标的 基底 组 成 的 标 架 称 为 非 完整 标 架 或 
非 完整 系 (相应 地 ,由 曲 纹 坐 标 组 成 的 标 架 称 为 完整 标 架 或 完整 
系 ). 由 于 不 存在 曲 纹 坐标 ,因而 不 能 在 通常 意义 下 定义 标 架 的 微 
商 .为 此 对 非 完整 标 加 定义 了 如 下 的 一 种 新 导数 一 Paff 导数 ， 
定义 2.3 设 e 一 引 是 曲 纹 坐标 的 标 架 , 而 zf 一 必 e 是 一 组 

新 的 标 架 , 则 在 标 架 zy 中 定义 Pfaff 导数 为 
aw ani9， (这 里 3,=32;). (2.2.21) 
从 定义 2. 3 中 可 以 看 出 ,如 果 5 也 是 曲 纹 坐 标的 标 架 , 即 存在 
下 ,使 81 一 227, 则 Bc 一 B37. 这 与 通常 的 导数 定义 是 一 至 的, 更 进 


@@ JF. Pfaff (1765 一 1825) ,德国 数学 家 . 
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一 步 , 当 标 架 是 由 一 种 非 完 整 系 变 到 另 一 种 非 完 整 系 时 ,两 个 标 架 
中 的 Pfaff 导数 之 间 的 关系 也 类 似 于 (2. 2. 21) 式 所 描述 的 那样 . 
定义 了 Pfaff 导数 以 后 ,对 于 标 架 的 微 商 及 张 量 的 绝对 微 商 中 得 
到 的 微 商 运算 就 可 用 标 架 的 Pfaff 导数 来 替代 . 完全 平行 于 完整 系 中 
关于 联络 系数 的 讨论 ,对 非 完整 系 6; ,定义 联络 系数 匡 5, 如 下 : 
Ee (2. 2. 22) 
则 完整 系 中 荆 的 坐标 变换 规律 (2. 1. 21) 式 (只 考虑 其 中 前 一 个 等 
式 ) 也 可 以 得 到 . 同样 ,绝对 微分 也 可 以 进行 下 去 . 在 非 完 整 系 中 ， 
一 般 没有 
,=8%,, 
也 没有 与 度量 系数 的 协调 性 (2. 1. 18) 式 . 
作为 一 个 例子 ,下 面 对 于 单位 正 交 标 架 这 个 非 完 整 系 来 作 一 
些 讨论 . 设 
ap8i = yy84， (2.2.237 


这 里 称 7 为 正 交 单 位 标 架 g; 的 联络 系数 . 由 于 g; - 关 ( 对 ;不 求 


和 ) ,将 e 看 做 旧 坐 标 ,g; 看 做 新 坐标 , 则 有 
1 
;三 一 0 和 Bi 二 Vgs 6 (对 i 不 求 和 ). 
二 Pl=Vgs 
由 于 联络 系数 在 坐标 变换 下 的 关系 式 (2. 1. 21) 是 普遍 适用 的 ， 
因而 
Ty = atoB: +B? ByatT yy 


1 k [EE kk 
= —— 90; 了 起 一 和 
VE 化 名 Bi 2 


上 式 中 后 一 个 等 式 是 不 求 和 的 ,Ps 是 e; 的 联络 系数 . 将 邮 反 解 
出 来 : 


一 疡 “十 pr (对 ,j,k 均 不 求 和 ). 


利用 定理 2. 2 的 结论 ,分 析 上 式 可 得 
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7 二 0 (kk,i,j 全 不 相同 )， 


| 1 1 
7;=———9jlnVgi+ TT;= 0, 
人 Ves 

a AjlnVg: = OwlnVg: (i)， 
启 " = 
VE Ei 3 

Ys 2 Ts OnlnVg: (天 7J)， 
gs 2g; /gj 


这 里 均 不 进行 约定 求 和 . 综合 起 来 ,不 为 零 的 联络 系数 7; 只 有 
Yi = 一 X= i (天 7 了 )， 


若 令 H, 二 Vg。( 称 为 正 交 曲线 坐 标的 Lamé? 系数 ) , 则 单位 正 
交 标 架 g; 对 曲线 坐标 的 微 商 为 


3 | Pow g: =Vg; dwg: wh 2 Hiysgr, 
上 式 对 j 不 求 和 . 因此 有 


dg: _ ~ “" 1 9H; 
= 一 五 77 一 
az D3 iVagji = -DH iD lnH.g; 二 HH B21 81? 


= Dy Hne, = Hrie, = HolnHig, = 让 @te, G7). 
(2.2.24) 
(2.2.24) 式 就 是 通常 的 标准 正 交 曲线 坐标 中 标 架 的 微分 关 
系 . 由 于 在 标准 正 交 系 中 , 逆 变 基 与 协 变 基 完全 重合 ,因而 不 再 区 
分 上 下 标 .另外 ,从 联络 系数 闪 的 性 质 知 , 若 记 9 一 (7;) 为 ;个 短 
阵 的 话 , 则 它们 均 是 反对 称 短 阵 . 若 又 将 & 形式 地 排列 为 列 向 量 
8 一 (8 ,8:，…8。), 则 有 
ap8g8 一 8. 人 《2. 2. 25) 


@ G. Lame (1795 一 1870) ,法 国 数学 家 . 
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五 、 张 量 的 物理 分 量 


张 量 在 前 面 引 进 的 标准 正 交 标 架 中 的 分 量 与 通常 的 正 交 标 架 
中 的 分 量 有 着 不 同 的 形式 ,这 种 分 量 称 为 张 量 的 物理 分 量 . 沿用 前 
面 的 记号 


1 襄 e， ei 一 万 8 
则 对 于 任 一 张 量 T=( Th ) ,有 
T= TO BeBeDOe, 


i 
1 


ee 于 "H, i ji 
DH OO Se, 
因而 张 量 工 在 标准 正 交 标 架 g; 中 的 分 量 为 


TT 不 来 和) 
EEA i HS; “HH; 对 ,i 


在 弹性 力学 中 ,应 力 张 量 在 正 交 曲线 坐标 中 定义 为 一 个 (1,1) 
阶 张 量 : 
T= te: @e. 
由 于 在 标准 正 交 标 架 中 上 下 标 不 加 区 分 ,因而 其 物理 分 量 为 


六 、 几 个 常见 的 微分 算 子 


设 在 给 定 了 曲 纹 坐 标 xi (i 二 1,…,n) 的 n 维 欧 氏 空间 8" 中 , 定 
义 了 光滑 的 标量 函数 f(x! ,…,z"), 向 量 函 数 a(zx',…,z") 及 张 量 
函数 T(z!,… ,zx"). 由 于 欧 氏 空间 中 张 量 可 以 通过 度量 系数 来 升降 
指标 ,这 里 设 
T=T, .en Oer = Te Q@…Qe， 
下 面 我 们 来 讨论 几 种 定义 在 这 些 函 数 上 的 一 些 不 变性 微分 算 子 . 
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1， 梯度 
标量 函数 f 的 梯度 是 一 个 向 量 : 
gradf = v 一 Me: =g* lie.. (2. 2. 26) 
在 正 交 曲 线 标 架 中 ,有 
vf = ae. (2.2.27) 
对 于 向 量 函 数 a, 梯 度 定义 为 协 变 微 商 : 
Va = Via'e* Oe; = g* Via’e; Oe,. (2. 2. 28) 
这 个 定义 相当 于 通常 所 说 的 左 梯度 . 同样 可 定义 a 的 右 梯 度 为 
av = Via'e; @ e: = g* Viaie 0,). (2. 2. 29) 
推广 到 张 量 函 数 T, 我 们 有 了 的 左 梯 度 和 右 梯 度 分 别 为 
vyT= VT i Oe OO er, (2. 2. 30) 
Tv wT ed “er Oe.. (2.2.31) 
2. 散 度 
向 量 函 数 a 的 散 度 定 义 为 其 梯度 的 迹 : 
diva = Va' = ee. (2. 2. 32) 


对 于 上 面 这 些 公式 ,其 中 (2. 2. 32) 式 中 的 最 后 一 个 等 式 的 正 
确 性 是 需要 验证 的 . 事实 上 ,注意 到 


a i 9 
Sr Ee = gg’ a = gg’* (Tags + Thgs) 


= 2gT'a = 2eTs, 
其 中 G; 是 gj; 的 代数 余子 式 ,因而 


代入 到 协 变 导数 定义 中 ,得 


;} _ Qa’ i,}_ ba， 1 ;avg 1 dla' Vg) 
Va’ = E+ Tiai 十 
“aa 
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对 于 张 量 函数 T, 其 散 度 定义 为 
divT 一 VTeroeo @* “Q@e = 8 VT -6 四 … ‘er, 
(2.2. 33) 
其 中 第 二 个 等 式 的 正确 性 是 因为 对 于 曲 纹 坐标 有 Vsgy 一 0 和 Vig? 一 0. 


3. 旋 度 

向 量 函数 和 张 量 函 数 的 旋 度 的 定义 不 像 梯 度 与 散 度 的 定义 那 
样 直接 . 一 般 地 , 先 定义 张 量 工 的 旋转 rotT 为 其 梯度 的 反 称 化 
张 量 : 


rotT= (p+ 1D)[VT] = pr 人 Te 四 en 
= 站 Tis Aer Ne Aes 
= HoT ,et Aer Ne Aes, (2.2.34) 


其 中 最 后 一 式 成 立 是 因为 对 下 标 是 对 称 的 . 定义 了 张 量 的 旋转 
后 ,其 Hodge 对 偶 定义 为 张 量 的 旋 度 : 


curlT=* (rotT) 一 * 个 QT. e* Ner A 'Ae" ) 


=*((p+1) > Gu.201Ti ,et Ner A “Aes). 


hii 
(2.2.35) 
于 是 有 (利用 上 一 章 Hodge 和 
(curlDD on™ = (p+1) 一 一 ET 1 二” 1 Bs OT 
. 4 i 
= Wisin OT, (2. 2. 36) 
Vap! 
显然 , 张 量 的 旋 度 是 一 个 一 p 一 1 阶 反 称 张 量 . 
特别 地 ,在 人 中 ,向 量 函 数 的 旋 度 为 
curla = 六 eaae- 《2 37 


这 个 定义 与 经 典 的 定义 是 一 致 的 . 


第 二 章 ” 欧 氏 空间 中 的 曲 纹 坐标 51 


4. Laplace 算 子 
对 于 任意 张 量 T, 定 义 其 Laplace? 算 子 为 
AT= div gradT 一 g* VeViTi i, en @ … @ es. 
(2.2. 38) 
从 定义 可 以 看 出 , 张 量 的 Laplace 算 子 是 其 梯度 的 散 度 . 
” 定义 了 以 上 四 种 微分 算 子 以 后 ,可 以 证 明 这 些微 分 算 子 之 间 
存在 许多 恒等式 ,它们 在 物理 学 、 力 学 中 是 经 常 遇 到 的 . 本 章 后 的 
习题 中 给 出 了 一 些 有 关 的 恒等式 ,请 读者 进行 验证 . 


七 、 两 点 张 量 场 


在 研究 变形 体力 学 时 ,经 常 既 要 考虑 物体 变形 前 的 状态 又 要 考 
虑 变形 后 的 状态 . 我 们 把 物体 变形 前 后 所 占有 的 空间 区 域 连同 在 其 
上 引进 的 坐标 统称 为 构 形 人 和 > 在 变形 前 的 坐标 连同 其 上 下 标 用 大 
写 的 字母 X (TI 一 1,2,…,z) 来 表示 ,其 基 向 量 的 逆 变 向 量 和 协 变 向 量 
分 别 用 G'(X) 和 G1(X)(I==1,2,…,n) 来 表示 ;在 变形 后 的 坐标 连同 
其 上 下 标 用 小 写 的 字母 xi (i 二 1,2,…,n) 来 表示 ,其 基 向 量 的 逆 变 向 
量 和 协 变 向 量 分 别 用 gi(x) 和 g; (x) , (i 二 1,2,…,n) 来 表示 . 

在 张 量 的 并 矢 表示 式 中 ,如 果 包 含有 不 同 构 形 中 的 向 量 , 这 样 
的 张 量 场 称 为 两 点 张 量 场 . 我 们 用 在 张 量 的 顶端 添加 符号 “过 ”和 
“二 ”来 表示 张 量 的 这 种 两 点 性 质 , 前 者 对 应 于 变形 前 ,后 者 对 应 于 
变形 后 . 

例如 : 


>< ; 
S$ = Srg'G' = S'g,G1 = S'g:G' = S;'g'G1, (2.2. 39) 


T = TiGg = Tacig, = T2G8 = TiG'g', 
(2. 2. 40) 
式 中 各 个 分 量 都 是 天 和 x 的 函数 ,并 且 这 些 分 量 之 间 满 足 指标 的 
升降 关系 . 


@M.P. S. Laplace(1749 一 1827) ,法 国 数学 家 .天 文学 家 物理 学 家 . 
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同样 也 可 以 对 两 点 张 量 场 定 义 在 有 关 构 形 上 的 协 变 微 商 和 北 
变 微 商 ,以 及 相应 的 散 度 和 旋 度 等 算 子 运算 . 


§2.3 欧 氏 空间 中 的 曲线 


一 、 曲 线 的 参数 方程 与 绝 长 


设 在 欧 氏 空间 8 中 给 了 笛 卡 儿 坐 标 y'(i 二 1,2,…,n) ,又 给 了 
曲 纹 坐 标 zi(i==1,2,…,n) ,空间 点 用 向 径 
r= (yy sy") (2.3.1) 
表示 . 如 果 给 定 的 曲 纹 坐 标 是 参数 上 E [a,6] 的 单 值 函 数 z(t) , 则 当 
t 在 [a,5bj 上 变化 时 ,点 
rt) = Cy xC2)) sy xlt)) ,ey (xt))) (2.3.2) 
定义 了 6" 中 的 一 个 曲线 段 . 曲线 段 上 的 点 在 曲 纹 坐标 中 的 分 量 
Zz'(t) 是 参数 1 的 单 值 函数 ,我 们 在 今后 的 讨论 中 假设 x' (1) € 
C”[a,6b]. 于 是 当 t 变 化 时 曲线 的 微 弧 元 为 


dr = ar Eg = wedt. (2. 3. 3) 
or’ dt 
按照 度量 空间 中 向 量 长 度 的 定义 , 切 向 量 微 元 的 长 度 定义 为 曲线 


的 弧 长 微 元 : 


dy 一 dr ,dr = gyz'tidt. (2.3.4) 
因此 从 曲线 段 的 起 点 (一 a) 到 曲线 上 一 点 的 弧 长 为 
sD = | vd (2.3.5) 


由 于 r( 妇 是 欧 氏 空间 命中 的 曲线 ,由 度量 系数 的 性 质 ,gyz' 是 
正定 的 ,因而 函数 Cz) 是 一 个 严格 单调 递增 的 函数 . 由 反 函 数 存 在 定 
理 可 知 ,严格 单调 函数 必 存 在 反 函数 ,因此 由 式 (2. 3. 5) 总 可 以 求 出 

t = t(s). (2. 3. 6) 

将 这 个 关系 代入 曲线 的 定义 (2. 3. 2) 式 中 ,就 得 到 以 弧 长 为 参数 的 
曲线 参数 方程 ; 

r= r(t(s)) = r(s). (2. 3.7) 
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二 、Frenet 公式 


由 前 面 的 讨论 ,向 量 dr 是 曲线 的 切 向 量 微 元 ,其 长 度 为 ds, 因 
而 令 


到 一 (2.3.8) 
ds 
为 曲线 的 单位 切 向 量 . 由 于 
dn 2 1dlak _o 
On 
所 以 知 " 呈 与 r, 是 正 交 的 . 记 % 方 向 的 单位 向 量 为 r; ,我 们 总 是 有 
和 ds (2. 3.9) 
其 中 x 为 实 函数 . 
从 正 交 关系 趟 ，。Tt 二 0 可 得 
宇 .m+ 生 .一 0， 即 on 一 一 避 


同样 的 理由 知 弛 "二 0. 因此 将 向 量 " 坚 扣 除 一 上 an 这 一 部 分 后 ， 


得 到 的 新 向 量 与 m 及 zt 均 正 交 , 记 其 单位 向 量 为 5, 则 有 
学 二 一 kt 十 kzT3 《xiskz 为 实 函数 )， (2. 3. 10) 


依次 类 推 , 设 我 们 得 到 从 m 到 r 的 微 商 关系 为 


dn 一 7 

ds 172， 

dy， 

=— A 十 kts, 

ds 

dr 

= KT 二 Ketel, 
ds 


其 中 tI,T2，""* ,Ti+1 相 互 正 交 ,kl wx 为 实 函 数 . 由 于 
tit1 * Ti=0 (i<k), 
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故 有 


d dz 
rn GSh. (2.3.11) 


但 当 盖 1,2,…, 一 1 时 ,上 式 右 端 为 零 ,而 当 ;i 一 上 时 , 右 端 等 于 
一 Ki， 因而 可 定义 
in 一 一 Aug rnTits (Kk 9 HKC 十 1 为 实 函 数 ). 
(2.3.12) 


易于 验证 这 里 单位 向 量 x+: 与 5(i<k 十 1) 是 正 交 的 . 以 上 的 各 式 
对 于 十 2<n 时 总 可 以 用 归纳 法 得 到 ,但 当 k==n 一 1 时 ,有 


Sm =0 (i<n—2), 
dr dr 
dl An-1， 
算 “mm 一 0， 
又 因为 欧 氏 空间 多 中 的 极 大 线性 无 关 组 只 有 ? 个 向 量 , 因 此 有 
于 二 一 Kn -lfTn 1 (2.3.13) 
由 上 面 这 些 讨论 ,我 们 得 到 如 下 的 定理 : 


定理 2.3 在 欧 氏 空间 8" 中 的 曲线 , 若 令 mm 为 其 单位 切 向 量 ， 
则 存在 与 正 交 且 相互 正 交 的 单位 向 量 m,，…，,r，* 它 们 之 间 的 微 
商 关 系 为 

dr 

ds 

i 0 mm 0 0 0 01fa 


ds —k 0 ks … 0 0 0 tz 


o 
口 
| 
六 

| 
电 
(= 
出 


dtn_1 0 
ds 0 
dr 
ds 


© 
© 
© 
| 
1 
© 
na 


(2.3.14) 
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其 中 Kk1，""… kn-1 为 实 函 数 . 
在 定理 2.3 中 ,向 量 tc 和 7+，… ,7 分 别称 为 曲线 的 主 法 向 量 
和 第 1 阶 至 第 n 一 2 阶 次 法 向 量 ,而 标量 x ,kz，"… ,kn-1 称 为 曲线 的 
第 1,2,…,n 一 1 阶 曲率 . 
对 于 由 (2. 3.2) 式 给 出 的 曲线 , 它 的 各 阶 曲 率 和 各 阶 次 法 向 量 
的 计算 可 以 用 如 下 的 方式 来 进行 : 
r= sts 
F = ks Tt 二 Sth, 
F 一 kk2s Ta 十 ?7 十 ?Ti ， 


Fr 一 pigzks3st Tt 十 ?73 十 ?rz 十 ?Ti ， 
r®? 一 Cake pi-l5iri 十 ?7 十 … 十 ?rl， 


这 里 微 商 过 程 中 用 到 了 (2. 3. 14) 式 ,r” 中 的 问号 部 分 的 项 为 m， 
Tz，,"…,Ti-1 的 线性 组 合 项 .将 上 述 式 子 顺 序 作 外 积 , 得 

六 人 = ks’ AT， 

FAFAF = krc2 $s Ti NTt2 ATs 9 


A 3 .| 
FAFAF Ar'® = kixixss' rn MAT ATs AMT, 


证 1) 


六 人 产 人 … 人 rr 一 局 Yes ?opi 1 ? TiATz 人 A…A 人 Ti. 
利用 第 一 章 中 关于 向 量 外 积 的 内 积 定义 ,定义 以 上 外 形式 的 长 
度 为 


|iAFA*…Ar® | 一 . (2.3.15) 


因此 ,我 们 有 
«5 一 士 |iAFl ， 


Hipazs5 一 士 |FAFAF| ， 
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rpsras' 一 士 ||FAFAF Ar‘® ， 


ii+D 


Ki ks ps 一 士 FAFA…Are | . 
由 此 可 以 解 出 
ma 一 十 aA#l 9 
5 

APFAP| 
st AE” 

NiAFAFAr® .iA 
mt TAFAFT 

APFA…Are| FAFA…Arc2l 
ki-l 一 士 § FAFA Nr (一 47 


(2.3.16) 
以 上 各 式 就 是 ,ks，… ,x， ;的 计算 公式 . 由 于 同一 单位 向 量 可 取 
两 个 相反 的 值 ,因而 对 应 xi ,xs，… ,x, -1 也 有 正 负 两 个 值 . 有 了 上 述 
的 各 阶 曲 率 x 以 后 ,由 (2. 3. 14) 式 并 利用 号 一 ; 是 可 以 将 r 用 
六 ,sr 表示 出 来 . 限于 篇 幅 ,这 里 就 不 一 一 列举 了 . 
以 上 的 结论 , 当 n= 二 3 时 就 是 通常 三 维 欧 氏 空间 中 曲线 的 
FrenetO 公式 : 


ns 
dn _ 

=— KT 二 kzb, C2..3. 177 
db _ 

ds = kn, 


其 中 7 是 切 向 量 ,n 是 主 法 向 量 ,b 是 次 法 向 量 ,而 c 和 ko 分 别 表 
示 曲 线 的 曲率 和 挠 率 . 对 于 一 般 参数 方程 (2. 3. 2) ,曲率 和 挠 率 的 
计算 公式 由 (2. 3. 16) 式 中 的 前 两 式 给 出 . 


@ JF. Frenet(1816 一 1900) ,法 国 数学 家 . 
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三 、 曲线 的 密切 性 质 


对 于 一 组 给 定 的 单 变量 画 数 x;(s) (i 二 1,2,…,n 一 1), 由 方 
程 组 (2. 3. 14) 给 出 了 关于 向 量 名 ,Ts，… ,7t 的 一 个 线性 常 微分 方 
程 组 . 一 般 地 讲 , 若 我 们 在 空间 的 初始 点 上 给 定 一 个 初始 的 标 架 
zs) 一 人 (一 1,2,…,z2)， 则 上 述 的 常 微 分 方程 组 存在 唯一 
的 解 . 

另外 ,对 于 充分 光滑 的 曲线 r 一 r(s) ,在 :=% 点 有 如 下 的 Taylor 2 
展 式 : 

r(s) 一 r(so) 二 i(s0)(s— so0) 


十 ZF) Cs — 22 十 … 十 站 (so) Cs — so)* + ee, 


(2.3.18) 
其 中 r” (so) 具 有 如 下 形式 : 


， 
ro (5) 一 2 六 (e yo i) | Tt, 
ie=l 


而 fx ,es -1) 则 是 Kl ,pn -1 及 其 各 阶 导 数 的 函数 , 即 r(s) 的 
各 阶 导 数 仅 与 «(5s) (i 二 1,2,…,n 一 1) 及 其 各 阶 导数 有 关 . 由 此 我 
们 知道 : 若 给 出 曲线 rCs) 在 其 初始 点 * 一 % 上 的 初始 标 架 , 则 这 条 
曲线 在 空间 的 位 置 就 完全 由 xk;(s) (i 二 1,2,…,n 一 1) 所 确定 了 .一 
般 地 ,初始 标 架 的 不 同 代表 了 这 条 曲线 在 空间 的 一 个 刚体 转动 . 这 
一 事实 说 明 xk;(s) (i 二 1,2,…,n 一 1) 是 刻画 曲线 的 最 重要 的 一 组 不 
变量 . 

我 们 还 可 以 从 另 一 个 角度 来 说 明 以 上 事实 . 

命题 在 欧 氏 空间 6" 中 给 定 n 一 1 个 曲率 旺 数 «i 二 x (s) (i 二 
1,2,…,n 一 1), 则 由 这 组 曲率 函数 所 确定 的 空间 曲线 只 相差 空间 
的 刚体 位 移 . 

为 了 说 明 这 一 点 ,假设 由 这 组 曲率 函数 可 以 确定 两 条 不 同 的 
曲线 y 和 7 ,它们 在 相同 的 弧 长 点 处 有 相同 的 一 1 个 曲率 . 记 


Q@”B. Taylor (1685 一 1731) ,英国 数学 家 . 
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它们 的 伴随 标 架 分 别 为 5 和 zt: (i 二 1,2,…,n), 则 由 Frenet 公式 我 
们 有 


’ / 
Tr) = kt iT Ts 
ds 


En Bp i nD EE ee pr 


Em = 一 6 十 ar 区 十 Ca 十 er， 
Cs, TD) 一 一 AT 
把 上 面 这 些 式 子 加 起 来 ,得 到 


Es .7 )=0. 
这 表明 两 个 标 架 初始 时 的 相互 状态 是 保持 不 变 的 . 特别 地 ,当初 始 
标 架 重合 时 ,以 后 永远 重合 ,也 就 是 说 这 两 条 曲线 是 重合 的 . 
在 活动 标 架 {e,} 中 ,曲线 r(s) 的 切 向 量 为 


t= dr = or dz- = zie 
ds QOz’' ds 
而 切 向 量 的 微 商 为 
$= (+The = per. (2.3.19) 


上 式 右 端 中 的 w 是 曲线 的 法 向 量 在 活动 坐标 系 中 的 坐标 , 它 表明 
了 曲线 偏离 于 直线 的 性 质 . 当 yi 圭 0 (i 二 1,2,…,n) 时 ,说 明 切 向 量 
z 沿 曲线 没有 变化 , 亦 即 曲线 是 沿 一 条 直线 的 . 若 将 r(s) 看 做 是 质 
点 在 空间 中 的 运动 轨迹 , 则 jy 体现 了 法 向 外 力 对 质点 的 作用 . 
另外 ,考虑 到 (2. 3. 14) 式 中 的 第 一 个 式 子 , 有 

Acei 一 kit 
因而 我 们 可 以 得 到 曲线 的 主 曲 率 在 曲 纹 坐标 中 的 计算 公式 : 

x = Ey 《2.3..20) 
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四 、 例子 与 应 用 一 一 曲 杆 的 弯曲 


作为 曲线 几何 的 一 个 应 用 ,我 们 来 考虑 三 维 空间 中 一 条 截面 
形状 任意 的 弹性 曲线 在 弯曲 变形 时 所 满足 的 方程 . 

先 考虑 曲线 的 几何 关系 . 设 曲线 r 一 (5), 如 图 2. 1 所 示 , 其 主 
法 向 量 、 次 法 向 量 及 切 向 量 组 成 一 个 标 架 {n,b,r}, 曲 线 上 标 架 的 
微 商 关系 为 


dr _ 工 

Ee 

dn __l1 A 

下 DT 

db 

ds Te 图 2.1 


这 里 o 和 了 “就 是 前 面谈 到 的 ce 和 ez ,在 三 维 空间 中 称 为 曲 
线 的 曲率 和 挠 率 . 
另外 , 设 曲 线 的 截面 形状 如 图 2. 2 所 示 ,O 是 截面 的 形 心 ,而 截 
面 的 主轴 方向 为 ei 与 ez. 若 设 与 e1 ,ez 组 成 右手 系 的 e: 方向 仍 为 
7, 则 {m,br} 与 {ei,ez,es} 这 两 个 标 架 之 间 的 关系 为 
el = mcosb 十 bsin0， 
e2 一 一 msing 十 bcosb， 
es 一 T， 
这 里 0 表示 n 与 ei 之 间 的 夹 角 , 它 显然 也 是 s 的 函数 . 利用 上 面 的 
两 组 关系 ,我 们 有 


de 一 工 tosbge， 一 Tsinges, 
ds p p 
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此 微 商 关系 可 以 简写 为 


多 =wXe (i=1,2,3), (2.3.21) 


其 中 Owiel 十 we, 二 wses ;而 
1,d9 


是 < 和 
psing, “peo%, 一 示 十 机 


图 2.2 图 2.3 


接 下 来 再 考虑 曲线 上 的 平衡 条 件 . 设 曲 线 的 一 段 弧 长 微 元 上 
的 受 力 情况 如 图 2. 3 所 示 , 其 中 N 是 内 力 ,M 是 内 力矩 ,yj 是 曲线 
上 单位 长 度 的 外 力 ,mm 是 曲线 上 单位 长 度 的 外 力矩 . 利用 微 元 上 力 
的 平衡 条 件 与 力矩 的 平衡 条 件 , 略 去 高 阶 小 量 ,我们 有 
衬 +7 了 = 0 
dM (2. 3. 22) 
肝 同 +rtXN+m= 0. 


令 内 力 N 与 内 力矩 M 在 标 架 (ei ,ez ,es) 中 的 分 解 式 分 别 为 

N= Ne 和 M= Me;, 
则 知 Ni 与 N: 代表 了 横向 剪 力 ,N; 代表 了 轴 向 力 ,M, 与 Mz 表示 
弯 矩 ,Ms 表示 扭矩 . 将 (2. 3. 22) 式 写成 分 量 形式 ,有 
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Fo N, = Ne 0 


toN, 一 maNs 十 户 王 0， 
dN;, 
ds 
< 十 ozMs: 一 wsM: 一 Ni 十 ma 一 0， 
dM; 
ds 


BE + M, —wMi++m: 一 0， 


十 woN 一 ooNi 十 户 =0， 
(2. 3.23) 


+wMi—wM;+t+N+i+m = 0, 


这 里 f= fiei,m==mie;. 
最 后 考虑 材料 的 本 构 关系 . 由 于 方程 是 建立 在 截面 的 主轴 上 
的 ,因而 弹性 关系 为 


M, = Bw: = EJ:w:， (2. 3. 24) 
Ma = Cws = GJ mas， 
这 里 五 和 G 是 曲 杆 的 杨 氏 模 量 和 剪 切 模 量 ,而 A= EJ],B= EJ; 
及 C= 二 GJ 分 别 表示 两 个 方向 上 的 弯曲 刚度 及 扭转 刚度 . 
《2.3.23) 式 和 (2. 3. 24) 式 就 给 出 了 曲 杆 在 几何 大 变形 时 的 弹 
性 方程 组 ,这 是 一 个 非 线性 的 方程 组 . 将 (2. 3. 24) 式 代入 (2. 3. 23) 
式 的 最 后 三 个 式 子 中 ,就 得 到 


A M+C- Bw = Ni—m, 


= Awi = EJilw, 


B 呈 十 (A Oww =— Ni 一 ms， (2. 3.25) 


C 党 0 : 


应 当 指 出 的 是 ,这 个 方程 和 刚体 绕 固定 点 运动 的 方程 有 相同 的 形 
式 .实际 上 ,这 不 是 偶然 的 . 由 于 刚体 绕 固定 点 运动 是 描述 一 个 固 
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定 于 刚体 上 的 标 架 随时 间 变 化 的 规律 ,而 杆 的 弯曲 是 描述 在 曲 杆 
上 的 伴随 标 架 {ei ,ez ,es} 沿 杆 轴 变 化 的 规律 ,所 以 两 个 问题 的 微分 
方程 具有 完全 相同 的 形式 . 对 于 杆 弯曲 的 方程 (2. 3. 23), (2. 3. 24) 
和 (2. 3. 25) 最 早 是 由 德国 科学 家 KirchhoffQ 在 19 世纪 末 得 到 的 . 


3$2.4 曲面 论 


一 、 欧 氏 空 间 的 子 流 形 


定义 2.4 在 维 欧 氏 空间 6* 中 , 令 {z} 是 其 一 组 曲 纹 坐标 . 

车 由 一 p 个 光 洪 丁 数 所 给 出 的 方程 组 
fi(z' ,7") 一 0， 
filzx! ,7") 一 0， (2.4.1) 
fn-p lx! ,7") 一 0 

的 Jacobi 矩阵 (2 上 ) 的 秩 是 一, 则 由 方程 组 (2.4.1) 所 确定 的 


外 中 的 点 集 .如 称 为 "中 的 一 个 p 维 光滑 子 流 形 . 

例如 , 8$ 2. 3 所 讨论 的 欧 氏 空间 中 的 曲线 就 是 全 中 的 一 维 子 
流 形 . 

.对 于 上 面 所 定义 的 子 流 形 , 可 以 定义 其 局 部 坐标 . 设 po € 如 ， 


在 m 处 矩阵 (2 下 ) 中 对 应 于 zw ze 的 ma 一 阶 子 式 不 为 


(由 定义 2. 4 知 这 样 的 子 式 总 是 存在 的 ), 则 由 隐 函 数 存在 定理 ,在 
po 的 某 个 邻 域 中 可 以 令 zz ，,… ,zm 作为 函数 ,而 其 余 的 xz" ，…， 
zx” 作为 自 变量 , 记 做 w*,… ,uw? ,将 方程 组 (2. 4.1) 反 解 出 来 (这 样 
的 表示 在 局 部 是 唯一 的 ): 


四 G.R. Kirchhoff(1824 一 1887) ,德国 数学 家 、 力 学 家 、 物 理学 家 . 
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Tep = 12， 
〈2. 4. 2) 
Zn 一 Zept (zy 2) 
Te = Ze (zz )。 
这 样 在 .如 中 点 po 的 某 个 邻 域 上 定义 了 一 个 局 部 坐标 Cw ，… ,uw?). 
一 般 地 ,在 p 维 子 流 形 h。 中 是 不 存在 整体 的 坐标 系 的 . 

设 Gpla,B 二 1,2,…,n) 是 欧 氏 空间 6" 中 的 度量 系数 , 则 在 局 
部 坐标 (ww ，…,w?) 中 , 子 流 形 .如 中 的 任 一 曲线 "= 一 r(z) 的 切 向 
量 为 

dr 一 ardu = 2 9° 


i Ar” i 
Bu ar Bu Bu de ee 


其 弧 长 微分 为 
a 有 
dr = dredr= Go Er BE du dw. (2.4.3) 
因此 我 们 可 以 定义 子 流 形 .W, 中 的 度量 系数 为 
a Arp 
gy = Go 2 9 (ij =1,2,.,p), (2.4.4) 
而 二 次 型 
I = ds = gydu'dw (2.4.5) 


则 称 为 子 流 形 .如 的 度量 标准 形 ,也 称 做 第 一 标准 二 次 形 , 简 称 为 
第 一 标 形 . 


在 对流 形 .和 的 局 部 坐标 (wi ，… ,ze) 中 ,向 量 ru 一 2 是 线性 


无 关 的 (由 定义 2.4 知 ), 因 而 可 以 取 其 作为 .如 的 一 组 活动 标 架 . 
根据 第 一 章 中 关于 向 量 外 积 的 讨论 ,任意 两 个 向 量 所 张 成 的 平行 
四 边 形 的 面积 可 以 用 这 两 个 向 量 的 外 积 来 表示 . 类 似 地 , 子 流 形 
A 中 q (9 委 力 ) 个 切 向 量 rm ，… ,rw 所 张 成 的 平行 几何 体 的 g 阶 几 
何 度 量 可 以 用 外 形式 
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ri 人 … 人 rus (2.4.6) 
来 表示 . 考虑 到 外 形式 的 内 积 的 定义 ,我 们 知道 外 形式 (2. 4. 6) 的 
长 度 ( 即 对 自身 的 内 积 的 平方 根 ) 只 依赖 于 各 向 量 的 坐标 和 第 一 标 
形 中 的 度量 系数 gj ,因此 我 们 说 第 一 标 形 决 定 了 子 流 形 的 所 有 度 
量 性 质 : 长 度 、 角 度 以 及 各 阶 体 积 . 
设 在 子 流 形 .如 的 点 上 给 定 了 一 个 局 部 坐标 架 , 则 其 切 向 量 


— ry 
dr = rdu 


组 成 了 一 个 p 维 的 向 量 空 间 , 称 为 子 流 形 .如 的 切 空 间 . 在 欧 氏 空 
间 刀 中 ,存在 子 流 形 .如 的 法 向 量 n (显然 n 一 般 说 来 是 不 唯一 
的 ) ,满足 : 
dr.n=0 (2.4.7) 

(实际 上 n 属于 子 流 形 的 切 空间 在 6" 中 的 正 交 补 ). 若 子 流 形 .如 是 
充分 光滑 的 ,对 (2. 4.7) 式 求 一 次 微分 有 

ne diri+dn. dr=0, 
其 中 左 端的 第 一 项 是 一 个 二 次 微分 形 . 称 这 个 微分 形 为 子 流 形 A， 
的 第 二 标准 二 次 形 ( 简 称 第 二 标 形 ), 记 做 工 , 即 

I =n. dir= 6b;,du'dw’, (2.4.8) 


_Br ar ,on 
这 里 by 一 n QAu'Au’ Ou’” ax 一 


从 上 述 定义 可 以 看 出 ,第 二 标 形 描述 了 子 流 形 的 切 向 量 的 改 
变 , 也 就 是 说 它 刻 画 了 子 流 形 在 欧 氏 空间 6 中 的 弯曲 性 质 . 没有 弯 
曲 的 子 流 形 , 即 平坦 的 子 流 形 满足 下 二 0. 

由 于 欧 氏 空间 6 本 身 也 可 以 看 做 是 自身 的 子 流 形 , 并 因为 在 
"上 不 存在 与 n 个 切 向 量 均 正 交 的 法 向 量 n, 故 其 第 二 标 形 I 夺 0， 
也 就 是 说 欧 氏 空间 是 平 直 的 空间 . 


二 、 曲面 与 曲面 的 弯曲 性 质 
三 维 欧 氏 空间 中 的 二 维 子 流 形 就 是 曲面 . 依照 前 面 的 讨论 , 曲 
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面 上 的 两 个 标准 二 次 形 为 
I = g;du'dw’, 
和 = bs du'dw. 
按照 传统 的 记 法 ,有 
E=gu, F=gy, G= g») 
L=b, M=b,, N= by. 
设 曲 面 上 有 一 条 曲线 r==r(s), 则 
名 一 站。 ne (en) 一 ecosg (2.4.9) 
称 为 曲面 沿 曲 线 r 一 r(s) 的 法 曲率 ,其 中 *. 是 曲线 的 曲率 ,n* 是 曲 
线 的 法 向 量 ,p 是 曲面 的 法 向 与 曲线 法 向 之 间 的 夹 角 . 由 于 曲面 上 
过 同一 点 以 dr 为 同一 切 向 量 的 曲线 有 很 多 , 当 我 们 选取 一 条 特殊 
曲线 使 其 法 向 量 n* 与 曲面 的 法 向 量 一致 时 ,得 到 的 c 称 为 曲面 
在 该 点 沿 dr 方向 的 法 曲率 . 这 个 法 曲率 也 就 是 法 向 量 n 和 dr 方向 
决定 的 平面 与 曲面 的 交 线 在 该 点 的 曲率 . 
反 过 来 , 若 曲面 在 一 点 沿 dr 方向 的 法 曲率 为 c, 则 同一 切 向 
量 的 任 一 曲线 的 曲率 <. 为 
Kk. = kn/cosp 一 ks/(n* n’). 
公式 (2. 4.9) 和 上 面 这 个 关系 也 称 为 Meusnier? 定理 . 
接 下 来 的 问题 是 : 怎样 的 方向 dr 上 的 法 曲率 取 到 极 值 ? 在 实 
际 应 用 中 这 样 的 方向 是 很 有 用 的 . 事实 上 ,由 (2. 4. 9) 式 ,对 于 方向 
dr, 有 


= 4. (2.4.10) 


这 样 ,问题 就 归结 于 寻求 du' ,使 c 取 极 值 . 
首先 要 说 明 的 是 e 的 极 值 是 必然 存在 的 . 这 是 因为 x, 的 极 值 
是 在 dr 的 单位 向 量 上 取 到 的 ,而 dr 的 单位 向 量 属于 一 个 有 界 闭 


@ J Meusnier(1754 一 1793) ,法 国 数学 家 . 
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集 ,同时 «, 是 这 个 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 . 其 次 , 极 值 点 的 必要 条 
件 为 
krg sd = bydu’. (2:.4.11) 
由 于 dwi 不 是 迷 向 的 ,因而 上 面 的 齐 次 式 使 dw 有 非 零 解 的 条 件 等 
价 于 
det(xngs — bs) 一 0， (2.4.12) 
即 
好 (gg 一 gt) 一 co(gupbz 十 gz 一 28i2bz) 十 Daibo 一 中 一 0. 
这 个 方程 实际 上 是 矩阵 (5; ) 在 矩阵 (8gy ) 下 的 广义 特征 值 问题 的 特 
征 方程 .由 于 det(gy ) 天 0, 即 上 述 关于 x 的 方程 的 二 次 项 总 是 不 
为 零 的 ,并 且 (g; ) 与 (5; ) 均 是 实 对 称 矩 阵 , 因 此 上 述 方程 必然 存在 
两 个 实 特征 根 x, 和 kz. 将 x 和 xs 这 两 个 实 根 代 和 人 到 (2. 4. 11) 式 
中 ,可 求 得 du 和 du 的 两 组 特征 向 量 , 分 别 记 做 dr 和 dr:. 这 两 
个 特征 方向 称 为 曲面 的 主 方向 , 而 相应 的 特征 根 称 为 曲面 的 主 
曲率 . 
下 面 我 们 来 讨论 曲面 的 主 方向 和 主 曲 率 的 一 些 性 质 . 
性 质 1 当心 和 ks 时 ,有 gi; duiduz 二 0, 即 两 个 主 方向 是 相互 
正 交 的 . 
证 明 由 于 两 个 方向 都 满足 方程 组 (2. 4. 11), 故 把 它们 代 
人 得 


rgydui — bsdu 一 0， 
dw — bs;du; = 0. 
将 第 一 个 方程 组 的 两 个 方程 分 别 与 duz 相 乘 求 和 ,把 第 二 个 方程 组 
的 两 个 方程 分 别 与 du 相 乘 求 和 , 即 得 
kigs did dzz — bsdw du, 一 0， 
1 dwidu'i — bsdwdui = 0. 
再 将 所 得 到 的 两 个 和 相 减 ,考虑 到 两 式 的 第 二 项 相同 ,得 
(xl — kz)gsduidu 一 0， 
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于 是 当心 夭 ez 时 ,就 得 到 g; dui du 二 0, 这 就 是 我 们 要 证 明 的 .上 

显然 , 若 i 二 kz , 则 任意 切 平面 内 的 方向 均 是 曲面 的 主 方向 , 且 
kn 一 ki 二 kz 对 任意 方向 的 法 曲率 均 成 立 . 

同样 , 当 上 和 cs 时 ,由 上 面 的 证 明知 , 若 得 到 的 两 个 和 中 有 一 
项 为 零 , 另 一 项 也 必然 为 零 . 于 是 有 如 下 的 性 质 : 

性 质 2 当 w 关 xk; 时 ,有 bduidw 二 0( 具 有 这 个 性 质 时 称 两 个 
主 方向 是 共 思 的 ). 

另外 ,由 二 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 有 


H= Te 千 癌 5 gubzz 十 gzzb 一 28lzDi2 


， (2.4.13) 
2 2(gug2 — gl2) 
称 其 为 曲面 的 平均 曲率 ,而 
_p2 
k= kikz = 如 和 一 be (2.4.14) 
BuB22 一 Sl2 


称 为 曲面 的 全 曲率 或 Gauss 曲率 . 当 <>0 时 ,曲面 上 的 点 称 为 椭圆 
点 ; 当 k<0 时 , 称 为 双 曲 点 ; 当 “ 一 0 时 , 称 为 抛物 点 . H 和 « 都 是 刻 
画 曲面 在 一 点 的 弯曲 性 质 的 不 变量 ,它们 的 值 与 坐标 的 选取 是 无 
关 的 . 


三 、 曲 面 论 的 基本 方程 
在 曲面 上 取 二 站 为 标 架 ( 在 后 续 的 讨论 中 ,任意 函数 了 对 第 


i 个 自 变量 的 导数 记 为 f;) , 取 它 的 法 向 量 为 "这 里 


Bg = gug2 — gi >0. 
由 定义 5b; 二 rs。n, 故 有 


rs = Tyr + bin, (2.4.15) 
其 中 芽 $ 与 以 前 的 定义 是 一 样 的 , 它 与 gy 的 关系 为 ， 
T= Fe Cn + gi — gs) (2.4.16) 


由 于 n;* nn 一 0, 因此 令 
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n; =— bir;. (2.4.17) 
将 上 式 两 边 对 r; 作 内 积 , 得 
ni * rh =— bi 一 一 big > 
故 有 
bi= Si 


将 上 面 的 关系 写 在 一 起 ,我 们 得 到 了 曲面 上 一 点 的 活动 标 架 
的 微 商 关 系 : 
ry = Terit bsn, 
| “ (2.4.18) 

Pi =— bung’ rj. 
这 组 方程 实际 上 给 出 了 曲面 上 每 一 点 活动 标 架 (ri ,r; ,n) 的 微 商 在 
标 架 自己 之 上 的 表达 式 . 有 了 它 , 在 曲面 上 的 任何 向 量 和 张 量 场 都 
可 以 进行 求 微 商 了 . 

如 果 将 (2. 4. 18) 式 看 做 是 关于 标 架 (m ,ri,n) 的 一 组 微分 方 
程 , 则 当 gv 与 即 已 知 时 ,曲面 的 向 径 r( 刀 ,如 ) 在 点 (xxo) 可 展 为 
Taylor 级 数 . 利用 (2.4. 18) 式 ,向 径 r(u yz 好) 在 ( 妇 , 妇 ) 点 的 各 阶 
导数 都 可 以 求 得 ,它们 由 gi; 与 5; 完 全 确定 , 即 我 们 有 

ru su) 一 ra su) ru ,us) (uw) 
十 Fr (W)C CO— wa) Cw CO ) 二. 
由 于 r 在 (zx,z) 点 的 各 高 阶 导数 都 可 由 g; 与 25 完全 确定 ,只 有 
r( yzo) ri(xoyao) (i 二 1,2) 三 个 向 量 可 以 变化 ,因此 曲面 只 差 一 
个 空间 的 刚体 运动 位 置 就 被 完全 确定 了 . 由 于 这 个 性 质 ,方程 组 
(2.4.18) 也 被 称 为 是 曲面 的 基本 方程 组 ,有 了 它 就 可 以 基本 上 确 
定 曲面 . 


、Gauss 方程 与 Codazzi 方程 


前 面 的 讨论 中 ,我 们 谈 到 了 只 要 给 出 了 曲面 上 的 g; 与 bj; 这 两 
组 参数 ,曲面 的 形状 就 全 部 确定 了 .但 从 另 一 方面 看 ,决定 曲面 上 
的 一 个 点 的 位 置 只 需要 它 在 空间 中 的 三 个 坐标 即 可 ,而 gi; 与 6; 却 
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一 共有 六 个 参数 ,这 说 明 gx 与 0 之 间 必 然 存 在 某 种 关系 ,使 独立 
的 参数 只 有 三 个 . 这 些 关系 称 为 曲面 的 第 一 标 形 与 第 二 标 形 的 协 
调 方程 ,一 般 又 称 为 Gauss 方程 和 CodazziQ 方程 . 下 面 我 们 就 来 讨 
论 这 些 关系 . 
由 (2.4.18) 式 ,有 
Py. T'sgu 到 (gs 十 Bi 一 gj): 

对 此 式 求 微 商 , 得 

ra * Ft ry * ry = (ga 十 有 关公 — gow). 
同 理 ,对 换 指标 7 上 ,我 们 有 

ra rtrie ry 一 gus + guy — ga,y ). 
上 述 两 式 相 减 , 得 到 

ry rar r= ne + gi Bou 一 gw) 

由 于 指标 i,j,&,i 均 是 从 1 到 2, 因 而 上 式 实际 上 只 有 一 个 独立 的 
表达 式 , 即 


1 
rine*rz2 一 mi2。P7i2 一 到 (28iz.z 一 ga,zz — B22.11). 


最 后 ,将 (2. 4. 18) 式 代 人 上 式 , 我 们 得 到 


1 
bii bz bi, 2 (gi1.22 十 gz — 2812.12) 


+ (ThT1ls— Th Ts) gu. (2.4.19) 
用 传统 记号 写 出 来 就 是 : 
E F G 
E F G 
E.G 


i 


Vg Vg 


@@ ”D.Codazzi(1824 一 1873) ,意大利 数学 家 . 
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- 肌 ( 寺 和 +- 考 5)] 


2l\EyYg " Vg VE EVg 
或 者 
mM + 
(2.4.20) 


(2. 4. 19) 式 或 (2.4. 20) 式 称 为 曲面 上 的 Gauss 方程 . 
从 (2.4.19) 式 可 以 看 出 ,如 果 对 其 两 端 同时 除 以 g 一 gagz 一 
si ，, 则 得 到 Gauss 曲率 的 一 个 表达 式 : 


1 
er 38 ‘Su 十 gz 一 281212) 十 《下 入 三 全 TH DEY 


(sl 


一 了 
(2.4.21) 
也 就 是 说 ,Gauss 曲率 “只 与 曲面 上 的 度量 性 质 有 关 . 
为 了 得 到 另外 两 个 方程 ,考虑 
b; =— ri * n;. 

对 此 式 求 微 商 , 得 

byk =— Ti * Rj — Ti We 
同 理 ,对 换 指标 j,k, 得 

birs =— ry * Me — re* Ry. 
上 面 的 两 个 关系 相 减 ,推出 


bar — bi = ry * Ri— ri * nj. 
类 似 于 Gauss 方程 的 推导 ,上 式 只 有 如 下 两 个 独立 的 表达 式 : 
baz 一 ba 一 ra。1z 一 Fi。 有 ll 
将 (2.4.18) 式 代入 上 式 , 并 利用 b; 二 一 r;* nn ,得 到 
ba,z 一 bo = Tibn — Tbi. (2.4.22) 
(2.4. 22) 式 在 i 二 1,2 时 得 到 两 个 方程 ,这 两 个 方程 称 为 曲面 的 
Codazzi 方程 . 
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曲面 的 基本 方程 (2. 4. 18) 说 明了 曲面 上 的 标 架 在 给 定 了 g; 与 
55 后 可 以 进行 微 商 .而 (2.4.19) 式 和 (2.4. 22) 式 则 说 明了 在 给 定 
了 怎样 的 gj 与 站 以 后 ,(2. 4. 18) 式 才 决 定 了 曲面 上 的 标 架 微 商 . 
这 也 就 是 说 , 当 给 定 了 满足 (2. 4. 19) 式 与 (2. 4. 22) 式 的 gs 与 bs 
时 ,由 基本 方程 (2.4.18) 可 以 积分 出 rCw ,w) 来 , 即 这 样 的 g; 与 
5b; 才 表 示 一 个 曲面 . 因此 (2. 4. 19) 式 与 (2. 4. 22) 式 也 可 以 看 做 是 
方程 (2. 4. 18) 的 可 积 性 条 件 . 


五 、 曲面 上 的 曲线 , 测 地 曲率 与 测 地 线 


只 要 把 曲面 的 两 个 参数 w ,w: 表示 为 另外 一 个 参数 上 的 函数 ， 
即 可 描述 一 条 在 曲面 上 的 曲线 , 即 只 要 给 出 
uw =u(t) (i=1,2), 
将 这 个 关系 代 人 曲面 的 参数 方程 中 即 得 到 曲面 上 曲线 的 参数 
方程 : 
r=r(u yu) = ru(t) u(t) = rt). (2.4.23) 
对 r(w ,w) 沿 曲线 求 导数 ,得 到 切 向 量 


F= ri tr = rt, (2. 4. 24) 
再 求 一 次 导数 ,得 
F= ro triii’ 
= (Ti + i ) rs + boiiiin. (2. 4. 25) 
若 记 
产 = (TH ti )r, (2.4. 26) 


则 关 表 示 六 在 曲面 的 切 平面 内 的 投影 向 量 .将 曲线 的 切 向 量 与 之 
作 外 积 , 得 
FAF: 一 《mi 人 Ara) Li G2 十 To) — (i + Tai )]. 
(2.4. 27) 
我 们 知道 ,x' 是 在 曲面 的 切 平面 内 的 , 它 在 切 平面 内 又 可 分 
解 为 曲线 的 切线 方向 和 曲线 法 平面 与 曲面 切 平面 的 交 线 方向 (也 
称 为 曲线 的 法 向 ) 两 个 部 分 . 在 (2. 4. 27) 式 中 , 当 :与 曲线 的 切 
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向 量 作 外 积 后 ,只 有 曲线 在 曲面 切 平面 中 的 法 向 部 分 上 的 分 量 在 
起 作用 ,因而 (2. 4. 27) 式 就 刻画 了 曲线 在 曲面 内 的 弯曲 性 质 , 它 
的 长 度 称 为 曲线 的 测 地 曲率 : 


点 三 a = 交 | + rom) — i + Ti) | 
dal /diu’ | 2 da dz du? / dz 1 du’ dw’ 
| 党 ( 呈 Py 攻 ) (a the 着 ) ” 
(2.4. 28) 
这 里 * 表示 曲线 的 弧 长 参数 . 


如 果 曲 面 上 某 条 曲线 的 测 地 曲率 cx 一 0, 则 称 该 曲线 为 曲面 的 
测 地 线 , 它 在 曲面 内 是 没有 弯曲 的 ,只 有 伴随 曲面 的 弯曲 而 产生 的 
弯曲 . 

六 、 曲面 上 的 曲线 坐标 网 


以 上 对 曲面 的 讨论 都 是 在 曲面 上 一 般 的 局 部 坐标 中 进行 的 ， 
曲面 的 参数 w' 是 任意 选取 的 . 在 实际 应 用 中 ,我 们 当然 不 必 对 一 般 
的 坐标 参数 来 进行 计算 ,而 常常 是 采用 一 些 比较 特殊 的 曲线 坐标 
网 . 我 们 现在 就 来 讨论 这 些 曲线 坐标 网 . 

1. 正 交 曲 线 坐标 网 

设 曲 面 上 有 一 任意 给 定 的 曲线 坐标 网 {wu} ,在 曲面 上 的 某 点 给 
定 两 个 微 方向 : 

dr: (du dx) 和 6r: (6u' ,6u’), 


则 它们 互相 正 交 的 条 件 是 
gj du'du’ = 0. (2. 4.29) 
设 给 定 了 曲面 上 的 一 族 曲线 
9( ,uw)= 0, (2. 4. 30) 
这 族 曲线 的 切 方向 是 


du! 399 | 39 
2 = 一 一 | 一. (2. 4. 31 
Ou’ 加 /名 
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现在 要 寻求 处 处 与 这 族 曲 线 正 交 的 另 一 族 曲线 . 设 这 族 新 曲 
线 的 微 切 向 量 是 dui , 则 把 (2.4. 31) 式 所 给 出 的 方向 代入 (2. 4. 29) 
式 我 们 得 到 


9 ag A 
(sm oa Gg | du (Se Een) =0, 


(2. 4. 32) 
这 是 一 组 关于 w ,w 的 微分 方程 ,积分 这 组 方程 就 得 到 另 一 族 曲线 : 
pu su) = C0. (2.4.33) 


由 方程 (2. 4. 30) 与 (2. 4. 33) 可 得 ,如 果 以 C! 与 C* 作为 新 的 

参数 , 则 
Pe =C 0 
可 以 证 明 ,在 曲线 坐标 网 {C: ,C?} 中 ,有 
gl = 0. 

反 过 来 ,如 果 gs 二 0, 则 曲线 网 的 两 个 方向 (dw ,0) 与 (0,dw*) 是 正 
交 的 , 因此 我 们 说 ,曲面 的 曲线 坐标 网 {w ,ww } 正 交 的 充分 必要 条 件 
是 这 组 坐标 的 g12=0. 


2. 共 固 曲线 坐标 网 
车 前 面 定义 的 方向 dr 与 Sr 之 间 满 足 
bidu'idu’ = 0， (2.4.34) 
即 
dn*» r=6n* dr=0, (2.4.35) 
则 我 们 称 这 两 个 方向 为 相互 共 思 的 . 
设 有 一 族 曲线 : 
gu su)= 0, (2.4.36) 


则 该 曲线 族 的 共 力 曲线 族 定 义 为 每 一 点 的 切 向 量 与 该 曲线 族 均 共 
轿 的 曲线 族 ,因而 它 必然 满足 


9 9 9 9 
( bu 4 bz jd ( bz bz jd 0. 
Qu’ au! Ou Au 


(2.4.37) 
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假设 积分 上 式 得 
glu sw) = CC’. (2.4.38) 
若 令 C! 与 C 为 新 的 坐标 参数 , 则 在 新 的 坐标 中 有 
bz 一 0. 
同样 ,这 个 条 件 是 曲线 坐标 网 共 拒 的 充分 必要 条 件 . 


3. 曲率 线 坐 标 网 
重新 来 考虑 (2.4. 11) 式 : 
mngidw — bsydu’ = 0. 

将 两 个 主 曲率 值 x 和 x; 分 别 代 入 , 则 上 式 均 只 有 一 个 独立 的 方 
程 . 这 时 积分 此 方程 ,对 应 于 两 个 主 曲 率 我 们 得 到 两 个 不 同 的 曲线 
族 . 在 讨论 曲率 的 性 质 时 ,我 们 曾 证 明 这 两 族 曲线 在 两 个 主 曲率 不 
全 相同 时 ,曲线 族 的 切 向 量 是 相互 正 交 的 ,并 且 还 是 相互 共 恩 的 ， 
这 也 就 是 说 ,这 两 族 曲 线 的 切 向 量 均 是 曲面 的 主 方向 . 这 样 的 曲线 
也 称 为 曲率 线 . 

容易 证 明 ,曲线 坐标 网 是 曲率 线 坐 标 网 的 充分 必要 条 件 是 b, = 
0, 且 gu 一 0. 


4. 渐 近 线 坐 标 网 
对 于 曲面 上 的 方向 dr: (dx ,dw ) ,如 果 它 满足 
I.= b;du'dw’ = 0， (2. 4.39) 
则 这 样 的 方向 称 为 曲面 上 的 渐 近 方向 , 即 该 方向 是 “ 自 共 元 ”方向 . 每 
一 点 的 切 向 量 都 满足 方程 (2. 4. 39) 的 曲线 称 为 曲面 的 渐 近 线 . 由 
《2.4. 39) 式 的 判别 式 
A = b, — bbzz (2.4.40) 
得 到 : 对 于 由 椭圆 点 组 成 的 曲面 ,有 A<0, 这 时 方程 (2. 4. 39) 无 实 
方向 的 解 ; 若 曲面 由 双 曲 点 组 成 , 则 有 两 个 不 同 的 实 方向 ;对 于 由 
抛物 点 组 成 的 曲面 ,有 一 个 实 方向 . 这 也 就 是 说 ,对 于 由 椭圆 点 组 
成 的 曲面 ,没有 渐 近 线 ;而 由 双 曲 点 或 抛物 点 组 成 的 曲面 ,前 者 有 
两 族 渐 近 线 , 而 后 者 有 一 族 渐 近 线 . 
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当 在 由 双 曲 点 组 成 的 曲面 上 ,以 其 两 族 渐 近 线 组 成 曲面 上 的 
坐标 网 时 ,我 们 有 
bu = bz = 0. (2.4.41) 
同样 可 以 证 明 这 个 式 子 也 是 曲线 坐标 网 为 浙 近 线 坐标 网 的 充分 必 
要 条 件 . 
从 渐 近 方向 的 定义 可 知 , 沿 着 渐 近 方向 有 dr*。n 二 0. 因此 渐 
近 线 的 主 法 向 在 曲面 的 切 平 面 内 ,同时 沿 渐 近 方 向 的 曲面 法 曲率 
为 零 . 
5. 等 温 坐标 网 
我 们 通过 如 下 的 定理 来 引进 曲面 上 的 等 温 坐 标 网 : 
定理 2.4 如 果 曲 面 的 第 一 标 形 的 系数 矩阵 (gr ) 是 w 的 解析 
函数 , 则 可 以 引进 新 的 坐标 参数 w ,使 得 曲面 的 第 一 标 形 为 
= ds =ACv ,vw)L(dv)’ + (dv)’]. (2.4.42) 
这 样 的 曲线 坐标 网 称 为 等 温 坐 标 网 ,或 称 为 保 角 坐 标 网 . 
证 明 记 曲 面 的 第 一 标 形 为 
ds = EC(du')’ +2Fdu du’ 十 GCdz2)2. 
将 这 个 二 次 型 进行 因 式 分 解 . 由 于 它 的 判别 式 EG 一 所 二 0, 因 而 不 
可 能 进行 实 分 解 ,只 能 进行 如 下 的 复分解 : 


ds: = |VEdxw 十 td 。 [ae 局 Eivg a ， 


这 里 g=EG 一 F*. 
如 果 我 们 能 找到 一 组 新 的 坐标 , 即 找到 积分 因子 w， 使 得 
VEdu + Et Ea = pdv +idv), (2.4.43) 
则 有 


ds’ = paz[ (dv )? + (dv) ] =A(v ,vw) [dv)’ t+ (dv )’], 
即 定理 的 结论 成 立 . 为 此 ,我 们 只 要 证 明 方 程 (2. 4. 43) 式 是 有 
解 的 . 
将 (2.4.43) 式 中 (wi ,wr ) 和 ww(wl,w) 的 微分 表 成 dul 与 
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dw 的 形式 ,由 于 dw 与 dw 在 曲面 上 是 独立 的 ,因而 我 们 得 到 


从 这 两 个 式 子 中 消去 我们 有 
Bu ov)_ FHivVg /do .ov 
VE (a tige)= 居 4(35 十 人， 
由 于 vw 与 到 均 要 求 是 实 值 坐标 ,因而 可 以 将 上 式 的 虚 部 与 实 部 分 
开 得 到 如 下 两 组 方程 : 


3 _ 1 Ov | pav’ or _ 1/pa pov 
入 | ， <T 一 局 S |]， 
au 云 ( Fa Eo) a (ra 2) 
马 
2 1 ~Qv’ Qv’ a _ 1 /ov Qv! 
G 全 F 

Ea 云 ( Br Pa) a (Ca 3) 

(2. 4. 44) 


由 于 v 和 ww 对 w 的 二 阶 导数 可 以 交换 顺序 ,因此 由 (2. 4. 44) 式 
我 们 得 到 


于 
人 (2.4.45) 
式 中 算 子 工 为 
rn 2 | 
VEG—F’ EG—F’ 
(2.4.46) 


算 子 工 在 数学 物理 中 称 为 BeltramiQ 算 子 , 它 是 一 个 二 阶 微分 算 
子 , 其 二 次 项 的 系数 的 判别 式 总 是 大 于 零 的 ,因而 是 一 个 椭圆 型 算 
子 . 因此 ,在 适当 的 边 条 件 下 ,方程 (2. 4. 45) 总 是 有 解 的 . 这 样 就 证 


Q@ EE. Beltrami(1835 一 1900) ,意大利 数学 家 、 力 学 家 . 
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明了 我 们 的 定理 .上 
另外 ,可 以 求 出 : 


2 2 


如 
ES 


《2. 4. 47) 


Bo 3 Ov Bo \*” 
(3 站) -2p 冲 六 +E(S) 
利用 曲面 上 的 Gauss 公式 (2. 4. 19), 可 以 求 出 曲面 在 等 温 坐 标 下 
的 Gauss 曲率 为 


a sm WN a 
“一 效 Alm 一 去 [ 


(0 二 


二 ¥ jm. (2.4.48) 
6. 等 温 共 固 坐 标 网 
类 似 于 对 曲面 的 第 一 标 形 的 讨论 ,对 于 具有 正 Gauss 曲率 的 
曲面 ,可 以 找到 曲线 坐标 网 vi ,使 得 
I = pv ,vw ) Ldv )? + (dv )*]. (2.4. 49) 
如 果 曲 面 是 具有 负 Gauss 曲率 的 ,可 以 选取 渐 近 线 坐 标 网 u'， 
使 得 


[一 202duadu。 《2.4.50) 
若 再 令 
1 1 2 
二 W 0 (2.4.51) 
则 可 以 得 到 
= pv so) Ldo) — (dy) (2.4.52) 


具有 形 如 (2.4. 49) 式 或 (2. 4. 52) 式 的 第 二 标 形 的 曲线 坐标 网 
称 为 曲面 的 等 温 共 思 坐 标 网 . 


7. 半 测 地 曲线 坐标 网 
在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 定义 了 曲面 的 测 地 曲线 , 即 每 一 点 上 的 
测 地 曲率 均 为 零 的 曲线 . 于 是 ,由 (2.4. 28) 式 ,对 于 测 地 曲线 ,有 
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如 (证 十 和 5 让 它 ) 一 语 ( 庆 十 说 ) 一 0 (2.4.53) 

这 个 方程 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 ,所 以 当 给 定 了 曲面 上 一 初始 点 
的 位 置 并 给 定 这 一 点 上 曲面 的 切 方向 后 ,总 可 以 找到 一 条 测 地 线 
经 过 该 点 并 与 给 定 的 方向 相 切 . 

有 了 上 面 的 说 明 后 ,我 们 来 考虑 曲面 上 的 测 地 线 族 . 设 在 曲面 
上 有 一 光滑 曲线 ,在 曲线 的 每 一 点 给 定 一 个 曲面 的 切 方向 ,并 且 这 
些 切 方向 在 曲线 上 光滑 变化 , 则 在 这 条 曲线 的 每 一 点 上 由 该 点 及 
给 定 的 方向 均 可 以 确定 出 一 条 曲面 的 测 地 线 . 由 此 在 整 条 曲线 上 
就 给 出 了 曲面 的 一 个 测 地 曲线 族 . 

按照 前 面 讲 过 的 方法 ,给 出 这 族 测 地 曲线 的 正 交 曲线 族 , 就 可 
以 得 到 一 组 正 交 曲线 网 . 设 w 是 这 种 曲线 网 , 则 由 其 正 交 性 ,第 一 
标 形 具有 如 下 形式 : 

工 = gu (du )’ 二 gz Cdu? )?. 

设 曲线 族 巡 一 const 是 曲面 的 测 地 线 族 ,将 这 个 条 件 代 入 方程 

(2.4.53) 中 ,由 于 有 忆 == 记 ?二 0, 因 此 有 


T= 一 一 二 二 0. 
2gn ou 
这 个 关系 表明 度量 系数 gi 只 是 ww 的 函数 . 由 这 个 结论 ,我 们 令 
= Vendu, (2. 4. 54) 
=w, 


则 在 这 组 新 的 坐标 下 ,曲面 的 第 一 标 形变 为 
I = (dv )’ + go (dv )’. (2. 4.55) 
如 果 我 们 对 曲面 上 的 某 条 曲线 二 ww 特别 感 兴趣 ,可 以 引进 
如 下 变量 代 换 : 


dT? = gz (Vv ) dw. (2. 4. 56) 
这 时 ， 
I = (dv)’ + (v ,7) (do )’. (2.4.57) 


当 允 一 wm 时 ,gz 一 1, 也 就 是 说 这 时 曲面 上 的 度量 与 平面 上 是 一 臻 
的 . 这 样 的 曲线 坐标 网 称 为 曲面 的 半 测 地 曲线 坐标 网 . 
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若 测 地 线 族 是 由 同一 点 沿 不 同 的 方向 而 取 到 的 , 则 这 样 的 半 
测 地 坐标 称 为 测 地 极 坐标 . 这 时 内 表示 从 原点 如 一 0 出 发 的 测 地 
线 的 弧 长 .由 于 在 原点 不 同 的 du 应 给 出 同一 个 工 的 值 , 因 此 有 
8g2z(0, 妇 ) 一 0. 此 时 ,从 (2.4.55) 式 出 发 , 作 变量 替换 


dz = YE (0,v)dv， (2. 4. 58) 


则 第 一 标 形变 为 
L = (dw)?+(v) gv ,0D)(dy)’. (2.4.59) 
在 坐标 原点 二 0 附近 ,有 


V B22 
B22 一 ov 
vl ov) 


2 


VB OD) + OE 0, ve) + ee 
Ov! 
vw YS (0, 7) 


二 1 十 Ol(v'). (2.4.60) 
从 (2.4.59) 式 和 (2.4. 60) 式 可 以 看 出 ,坐标 v* 相应 于 极 坐 标 
中 的 极 矩 ,而 这 相应 于 幅 角 . 
在 半 测 地 坐标 中 ,w 族 曲线 即 Y= 二 const 的 曲线 是 测 地 线 ,v 
族 曲 线 即 ?二 const 的 曲线 是 测 地 平行 线 , 而 在 测 地 极 坐 标 中 ,vw 
族 曲 线 是 测 地 线 ,v? 族 曲线 为 测 地 平行 圆 . 


$2.5 曲面 的 无 限 小 弯曲 


一 、 曲面 的 弯曲 变形 与 无 限 小 弯曲 


我 们 知道 曲面 的 第 一 标 形 刻画 了 曲面 上 的 度量 性 质 , 第 二 标 
形 刻画 了 曲面 的 弯曲 性 质 . 若 这 两 个 标 形 均 不 变化 , 则 曲面 的 形状 
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是 完全 确定 的 . 现在 要 考虑 的 问题 是 : 如 果 保 持 曲面 的 度量 性 质 不 
变 , 而 对 曲面 进行 变形 会 有 些 什 么 样 的 规律 ? 曲面 的 这 种 变形 称 
为 纯 弯 曲 变形 ,也 称 为 弯曲 变形 . 
若 我 们 考虑 的 曲面 弯曲 变形 是 无 限 小 的 , 即 变形 前 后 的 曲面 
的 差别 是 可 以 任意 小 , 则 这 种 弯曲 变形 称 为 曲面 的 无 限 小 弯曲 . 
设 ~ 表示 命中 的 一 曲面 ,而 w 表示 曲面 上 的 位 移 . 曲面 变形 后 在 
留 中 的 位 置 变 为 r 十 u. 如 果 该 变形 是 纯 弯曲 变形 , 则 度量 性 质 不 变 ， 
我 们 有 
Bi = ritu)* (rTu) = g; = ri rj. 
故 对 于 纯 弯 曲 变 形 u, 有 
ri utr* utu ou = 0. (2. 5.1) 
车 曲面 上 的 变形 是 无 限 小 弯曲 , 则 有 关 位 移 wu 的 二 次 项 均 可 略 去 ， 
因此 
rie utr;* u;= 0. (2, 5.2) 
这 个 关系 就 是 曲面 的 无 限 小 弯曲 应 满足 的 条 件 . 对 于 命中 的 曲面 ， 
其 无 限 小 弯曲 的 性 质 ,可 以 由 下 面 的 两 个 定理 来 刻画 . 
定理 2.5 对 于 曲面 的 无 限 小 弯曲 ,存在 向 量 场 2, 使 位 移 
场 有 
du=QXdr. (2..5..3) 
证 明 设 曲面 的 方程 为 r= 二 r《v! ,vw ), 而 位 移 为 w==u(v ,vw)， 
则 我 们 有 
du=udv, dr= rdv. 
取 曲 面 上 的 法 向 量 "人 wu 在 标 架 (ri ,rs,n) 上 的 分 解 为 
Ui = Yirj; + wn, 《2. 0.4 
其 中 yi,w€ RR(i,j 二 1,2). 将 上 式 与 7s 作 内 积 ,并 将 曲面 无 限 小 
弯曲 的 条 件 (2. 5.2) 式 代入 ,有 
rie ttre Wi = Yign t+ Yigi = 0, (2.5.5) 
上 式 中 一 共有 三 个 独立 的 表达 式 . 车 记 2 二 Qn 十 Qr; 十 Qn, 则 有 
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2Q2Xdr 一 (Or 十 Q2r +t hn) X (rdv 十 rdo2) 


=[-Eom+ 上 Caan 二 ear |au 
Ve 


十 | Qn 二 六 2 (一 gzzm 十 gar) |a 
g 


(2. 5.6) 
在 上 式 的 叉 乘 运算 中 用 到 了 
nxn = on Xr) XPm 一 六 Ce 十 grz)， 
下 X rz 一 去 " Xr) Xr = A gz 十 glzrz ). 
(2. 5.7) 
由 于 无 限 小 弯曲 变形 有 性 质 (2. 5. 5) 式 , 则 当 我 们 令 
| 1 和 1 
0 一 一 oo， 0 1 Yigs yg: 
J J 人 i182 J 28i 
(2. 5.8) 
时 ,由 (2.5.5) 式 和 (2.5.8) 式 中 的 第 三 式 可 求 得 
n -LL Bl (2.5.9) 
7 7 VS 一 gz Silz 


最 后 将 (2. 5. 9) 式 代 回 到 (2. 5.6) 式 中 ,有 
QOXdr= (wni+yirit+yr) dv + wnt yr yir) dv 
= udv' = du, 
即 通过 (2. 5. 8) 式 定义 的 2 使 得 (2. 5. 3) 式 成 立 ， 上 
定理 2.6 设 曲面 是 由 椭圆 点 组 成 的 , 即 


papz — bis > 0, (2.5.10) 
则 曲面 的 无 限 小 弯曲 满足 
budbz — (6b12)* < 0, (2,5.11) 


且 等 号 成 立 当 且 仅 当 925 一 0. 
证 明 利用 曲面 的 Gauss 方程 ,由 于 曲面 的 无 限 小 弯曲 的 第 
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一 标 形 是 不 变 的 ,因而 曲面 的 Gauss 曲率 不 变 . 由 此 得 知 ,对 于 曲 
面 的 无 限 小 弯曲 ,变形 前 后 的 bu16zs 一 如 :是 一 样 的 . 设 由 于 曲面 的 
无 限 小 弯曲 ,第 二 标 形 由 56; 变 为 bs 十 6b5 , 则 
(bn 十 Sb )(bo 0622) 一 (ba + 0012)° = bbzs — bY,. 
化 简 此 式 , 并 略 去 65; 的 二 次 项 ,得 
budbzs 十 bo260 — 2b126b12 一 0， (2.5.12) 
再 移 项 后 平方 得 
本 (8822)2 + be, (85 )2 + 2b1 bdbndbs, = 4b’, (0b12)’. 
上 式 两 边 减 去 4b115z26b1166bzz , 即 有 
0 过 (budbzs — bedb1)’ = 4b’, (60i2)2 — 4bn be db ndb2 
< 46b11b2[ (6612)° 一 98556022]. (2. 5. 13) 
由 于 bubz >0’, >0,， 从 上 式 立 即 推出 (2. 5. 11) 式 成 立 . 
车 855 二 0, 则 (2.5.11) 式 中 等 号 成 立 . 反 过 来 , 若 (2. 5. 11) 式 
中 等 号 成 立 , 则 由 (2. 5. 13) 式 可 得 出 
budbzs — badbn = 0. (2.5. 14) 
将 这 个 条 件 与 (2.5. 12) 式 联 立 代 人 8561166zz 一 (66b12)*= 二 0 中 ,可 得 


所 ee (6b12)? (b?, — bnbz) 一 0， 
于 是 由 已 知 条 件 可 知 651 二 0. 最 后 由 上 式 及 (2. 5. 12) 与 (2. 5. 14) 
两 式 可 得 

6bu = 6b2 一 0， 


即 8b; ==0 成 立 ,这 样 就 全 部 证 明了 定理 .上 
二 、 卵 形 曲面 的 刚 硬性 


现在 来 考虑 一 个 由 椭圆 点 组 成 的 闭 曲面 , 即 所 谓 的 卵 形 面 的 
性 质 ， 

定理 2.7 设 光 滑 闭 曲面 ?由 椭圆 点 组 成 ,曲面 受 无 限 小 弯曲 
后 也 是 光滑 的 , 则 它 的 无 限 小 弯曲 满足 65; 一 0, 即 无 限 小 弯曲 只 可 
能 是 刚体 运动 . 


第 二 章 ” 欧 氏 空间 中 的 曲 纹 坐标 83 


证 明 同样 用 6 表示 经 过 变形 后 曲面 上 几何 量 的 改变 ,由 定理 

2.5 有 

6r 一 2 

ye 
考虑 到 曲面 的 度量 在 弯曲 时 不 变 ,曲面 法 向 量 的 改变 为 
mxXr WU X rz 十 m Xu 
Vg 从 VE 
_ (QQXr)Xrtr XQXr,) 

Vg 


QOXrXr)= RXn, (2, 5. 15) 


an= 6( 


Ee 
Ve 
曲面 第 二 标 形 的 改变 为 
l= 6(dir. n) =—6(dr. dn) 
=—(QXdr). dn—dr. dQ Xn) 
=— (dn XQ) .dr—dr. (QXdn)—dr. (dQ Xn) 
= dQ . (dr Xn). (2. 5.16) 
把 上 式 写成 分 量 形式 得 
6by = Qe r Xn) = ,rxXn. (2.5.17) 
由 du 二 2Xdr, 对 曲面 上 任意 闭 曲 线 7 及 其 围 成 的 部 分 曲面 
9, 有 


je mx mavet= [axr 一 说 xm]dndv 


= oxdr=du=0. 
7 
因为 9 是 任意 取 定 的 ,所 以 有 
QQ Xr = OQ Xr,. (2.5.18) 

由 此 还 可 得 到 

Vg (Qi n= Qi ri XT) =r (rxX 0) 

=n* (rnXQ,)= 0,. (rxXnrn)= 0, 

即 
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Qn=0 (i= 1,2). (2.5.19) 
由 (2. 5. 17) 式 我 们 得 到 
80116022 一 (06012)° 
一 LO. (rnXxn]. Lo: (r, Xn)] 
— [RQ (rs Xn)]: Lo2: Cr Xn)] 
= (Cr XDLQ; .Cro Xpn] 一 (rXnLo2 Cr Xn)]) 
= * (1, X[(r: Xn) xX (r, Xn)]} 
一 [Cr Xn) xX (rs Xn)]: (Q), XQ,) 
=Vgn* (Q, X 0,). (2. 5. 20) 
利用 (2. 5. 18) 和 (2. 5. 19) 两 式 , 从 上 式 可 得 
2 [aouabe — (8612)?] 
= 2(re nn) [n: (OQ X 0,)] 
= 2r* (nln. (® Xx 0,)])} 
= 2r* (nxX[nxX (QQ XQ + QR, XO) (nn))} 
一 2r。 (Q, XxX Q,) 


= -arr.(COxo)] 一 -2[r.xp)]. 
ov Du 
此 式 在 闭 曲面 Y 上 积分 得 


| 2806 — G30)"Jav dy = r+ (QX do) =0. 
sy VE 为 


(2.5.21) 

上 式 积分 为 零 是 因为 闭 曲面 的 边界 曲线 48, 是 空 集 . 
在 (2.5.21) 式 中 ,根据 定理 2.6 知 ,被 积 函 数 中 Sb 68p2 一 
(8602) 魏 0. 而 当 在 全 中 的 坐标 原点 取 在 闭 曲面 Y 内 时 ,由 于 曲面 


的 凸 性 ,被 积 函数 的 其 余部 分 2 > 0 合 起 来 我 们 知道 (2. 5. 21) 
8 
式 的 被 积 函 数 是 一 个 非 正 函数 ,其 积分 为 零 的 充分 必要 条 件 是 补 


积 函数 在 曲面 上 等 于 零 . 也 就 是 说 ,我 们 有 
$b16bzs — (602) = 0. 
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再 由 定理 2. 6 的 结论 知 ,这 就 是 65; =0 的 充分 必要 条 件 . 这 样 就 证 
明了 定理 的 结论 .上 

上 述 卵 形 面 的 刚 硬 性 是 曲面 论 中 一 个 带 有 整体 性 质 的 定理 . 
在 定理 2.7 的 条 件 中 ,实际 上 凸 性 条 件 是 自然 满足 的 , 即 由 椭圆 点 
组 成 的 光滑 闭 曲 面 必 然 是 凸 的 . 这 个 性 质 称 为 卵 形 面 的 Had- 
amard9 特征 , 它 也 是 整体 微分 几何 中 的 一 个 重要 性 质 . 

另外 ,需要 说 明 的 是 ,如 果 凸 曲面 不 是 封闭 的 ,存在 边界 级 , 则 
只 要 假设 曲面 的 边界 上 没有 变形 wu, 定理 的 结论 仍然 成 立 ,因为 这 
时 公式 (2. 5. 21) 中 的 线 积分 仍然 是 为 零 的 . 

以 上 的 结论 启示 我 们 ,在 结构 力学 中 , 当 薄 壳 结构 中 面 是 凸 曲 
面 ,边界 又 充分 固定 时 ,如 果 略 去 曲面 的 度量 变形 , 则 曲面 是 刚性 
的 , 即 没 有 纯 弯 曲 . 实践 中 证 明 , 这 样 的 结构 具有 较 好 的 承载 能 力 . 


§ 2.6 几 种 特殊 曲面 


一 、 直 纹 面 与 可 展 曲 面 


直 纹 面 与 可 展 曲面 是 两 类 常见 的 曲面 ,这 里 对 它们 的 特性 作 
一 些 讨 论 . 

定义 2.5 在 三 维 欧 氏 空间 命中 ,如 果 曲 面 的 方程 由 

rw ,we) = a(w) tu blu) (2.6.1) 

给 出 ,其 中 a(z) 与 gz) 是 两 个 向 量 , 则 这 样 的 曲面 称 为 直 纹 面 . 

在 上 面 的 定义 中 ,a(w ) 称 为 曲面 的 导线 或 基线 . 对 每 一 个 w， 
通过 点 alw ) 并 平行 于 向 量 b(w ) 的 直线 称 为 直 纹 面 的 母线 . 特别 
地 , 当 b(w?)= 二 const 时 , 直 纹 面 为 柱 面 ;而 当 a(xz) 一 const 时 , 则 构 
成 锥 面 .在 下 面 的 讨论 中 ,为 了 方便 起 见 ,我 们 均 假设 b(w ) 为 一 个 
单位 向 量 . 


Q@ Hadamard(1865 一 1963) ,法 国 数学 家 . 
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有 了 直 纹 面 的 定义 ,就 可 以 利用 8 2.4 中 的 一 些 公式 来 讨论 它 
的 度量 性 质 与 弯曲 性 质 . 
首先 ,我 们 有 
n=b, 
人 = d+wb, 


其 中 在 向 量 a 和 4b 上 的 点 表示 对 wu? 的 微 商 . 由 此 ,度量 系数 为 


gil 一 1， 
gu14 一 G。D， (2. 6.2) 
ga = d+2u (dD + Cu) bb), 
而 法 向 量 为 
1 y ; 
n= bX (at+ub), (2. 6. 3) 
Vg 


其 中 在 (2. 6.2) 式 的 计算 中 使 用 了 lb 二 1 的 条 件 . 进一步 ,曲面 
的 第 二 标 形 的 系数 为 


bu 一 0， 
二 . 
bu = Lb. (bXd), 
2 (2.6.4) 
bz = 让 + . [bx (d+ ub)]. 
由 上 面 的 结果 很 容易 计算 直 纹 面 的 Gauss 曲率 : 
“一 一 [ed (bx <o. (2.6.5) 


由 此 可 见 , 直 纹 面 的 Gauss 曲率 总 是 非 正 的 . 
一 般 地 ,由 开 三 0 可 以 得 到 两 族 渐 近 线 : 一 族 渐 近 线 是 
du’ 一 0， 
而 另 一 族 渐 近 线 为 
2bizdu! + bdu’ = 0. 
可 见 , 当 bi 二 0 时 ,这 两 族 渐 近 线 是 一 样 的 . 其 中 一 族 渐 近 线 过 一 
const 是 曲面 上 的 直线 ,由 此 它 必 然 是 曲面 的 测 地 线 . 由 $ 2.4 中 的 
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讨论 知 ,这 时 有 Pa =0. 若 存在 另 一 族 渐 近 线 也 是 曲面 上 的 直线 ， 

则 用 这 两 族 直 线 作 为 曲面 的 坐标 参数 网 时 , 必 有 TI 二 T;, 一 0. 这 时 

可 以 证 明 曲面 必 为 二 次 曲面 ( 单 叶 双 曲面 ). 

Gauss 曲率 恒 为 零 的 直 纹 面 称 为 可 展 曲面 . 对 于 可 展 曲面 ,有 

da. (bXxb)=0, (2. 6. 6) 

即 

(Gb b)— (a.b)’— (da. bb.b)=0. (2.6.7) 

如 果 取 可 展 曲面 的 导线 和 和 母线 正 交 , 即 令 
gz=a4.b=0, 

考虑 到 (2. 6.7) 式 , 则 可 展 曲 面 的 第 一 标 形变 为 

I = (dw)?+(at+wb). (G+ub) du)? 


i 一 1 
一 (du)2: 十 1 * a (du’)’. (2.6.8) 
Mb.b 
车 令 
w= | Ede tu [Vb bde, (2.6.9) 
Vb.b 
则 可 展 曲面 的 第 一 标 形变 为 
I = (dw)? + (da?)?. (2. 6. 10) 
车 .b==0, 则 令 
a = [Va ide， (2.6.11) 


仍 可 得 到 (2. 6. 10) 式 . 

《2. 6. 10) 式 说 明 , 对 于 可 展 曲 面 , 可 以 经 过 坐标 参数 的 代 换 使 
度量 标 形变 为 和 平面 一 样 . 这 也 就 是 曲面 是 “可 展 ” 的 缘由 . 它 既 然 
可 以 具有 和 平面 一 样 的 度量 系数 ,那么 它 就 可 以 经 过 纯 弯 曲 变 形 
变 为 平面 . 
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二 、 旋转 曲面 


由 一 条 平面 曲线 (也 称 为 母线 ) 绕 与 曲线 在 同一 平面 内 的 直线 
旋转 而 成 的 曲面 称 为 旋转 曲面 . 


如 果 旋 转 曲面 的 母线 方程 是 
z= f(p)， (2. 6. 12) 
则 它 的 方程 可 写 为 
r= (pcos0,psing, f(p)) = r(p,0), (2.6.13) 


其 中 p 是 曲面 上 平行 圆 的 半径 ,po 二 const 的 一 族 曲线 是 曲面 的 平行 
圆 , 而 9==const 的 曲线 就 是 曲面 的 一 条 母线 . 

旋转 曲面 的 两 个 标 形 是 很 容易 计算 的 ,我 们 把 它 留 作 练 习 , 请 
读者 自行 完成 . 


三 、 平行 曲 面 ,曲面 的 焦 曲 面 


对 于 一 张 已 知 曲面 
r= r(u,u), (2. 6.14) 
定义 如 下 的 曲面 7* 为 其 平行 曲面 : 
rr =r ,wu) zn(u ,wu). (2.6.15) 


从 定义 可 以 看 出 ,平行 曲面 是 距离 原 曲 面 为 |z| 的 一 块 曲面 . 
考虑 原 曲面 是 充分 光滑 的 , 则 平行 曲面 的 两 个 标 形 的 系数 为 
gy= Trier = rizni)* (r,t zn;) 
= gs zrie ntr* ni) + nn 
= gy — 2zbs + zps, (2.6.16) 
这 里 
py =n "n= bigs —2Hby —rgss (2.6.17) 
其 中 五 和 w 分 别 是 原 曲 面 (2. 6. 14) 的 平均 曲率 和 Gauss 曲率 . 显 
然 有 
n=n, (2. 6. 18) 
由 此 有 
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=r n= (rzns) .n= by— zps. (2.6.19) 
现在 我 们 考虑 这 样 的 问题 : 在 什么 时 候 平行 曲面 (2. 6. 15) 上 
出 现 奇 点 ? 也 就 是 讨论 使 得 
g° = gig — (gl) =0 (2. 6. 20) 
的 z 值 .利用 (2. 6. 16) 及 (2. 6.17) 两 式 , 经 过 计算 可 得 (2. 6. 20) 
式 为 
8 一 (1 一 2zH 十 zc)2g 一 0. (2. 6. 21) 
方程 (2. 6. 21) 一 般 有 两 个 实 ( 重 ) 根 . 这 两 个 根 就 是 原 曲面 的 两 个 
主 曲率 的 倒数 , 即 主 曲率 半径 . 由 于 «和 五 在 曲面 上 都 是 空间 位 置 
的 函数 ,由 此 这 两 个 实 根 也 是 ww ,w 的 函数 ,分 别 记 做 zi (wi , 世 ) 与 
zz (ul su ). 
我 们 将 曲面 (2. 6. 14) 所 有 的 奇 点 组 成 的 集合 所 形成 的 曲面 
记 做 


| =r 二 zin, 

(2. 6. 22) 
7r2 一 了 十 zz7。 
这 两 张 曲面 称 为 原 曲 面 的 焦 曲 面 . 


在 (2. 6.15) 式 中 令 z 为 变量 v!, 则 以 曲面 (2. 6.14) 上 的 任 一 
曲线 w (ww ) 作 为 导线 均 可 以 做 一 个 直 纹 面 : 
r=r(u (wv) uv) + on (ve) ,uv )). (2.6.23) 
若 取 曲 线 为 曲面 (2. 6. 14) 上 的 曲率 线 , 容 易 验 算 有 如 下 结论 : 
re (nXn)=0. (2. 6. 24) 
这 就 是 说 ,曲面 (2. 6. 23) 还 是 一 张 可 展 曲面 . 比较 (2. 6. 23) 与 
(2. 6. 22) 两 式 知 , 可 展 曲 面 在 二 xz; 和 均一 z 两 点 处 分 别 与 两 张 
焦 曲面 相 切 . 


四 、 伪 球 面 与 Sine -Gordon 方程 


在 Gauss 曲率 为 常数 时 ,最 简单 的 曲面 是 球面 ,这 时 x 二 1/a?， 
a 是 球 的 半径 . 这 是 我 们 很 熟悉 的 曲面 . 现在 我 们 的 兴趣 转向 
Gauss 曲率 为 负 常 数 的 曲面 , 即 x 二 一 1/a? 的 曲面 . 这 种 曲面 我 们 
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称 为 伪 球面 . 
一 类 重要 的 伪 球 面 是 旋转 伪 球 面 . 对 于 旋转 伪 球 面 , 若 令 其 方 
程 为 
rlp,0) = (pcosO,psing, f(p)), (2. 6. 25) 
易于 计算 它 的 Gauss 曲率 为 


__fWf'(p) 
x TEP eo Fy (2. 6. 26) 


把 x 一 一 十 代 人 上 式 ,进行 积分 求解 /Cp) 可 得 


a 
fp =| i do 十 c， (2.6.27) 


其 中 如 与 c 均 是 积分 常数 . 
(2. 6. 27) 式 在 一 般 条 件 下 积分 较 复 杂 , 但 当 5b 二 a 时 , 则 易于 
积分 得 


a 


fp) 一 上 一 atanh 二 ， p= (2. 6. 28) 


cosh 
这 样 我 们 就 求 得 了 一 张 旋转 伪 球 面 . 下 一 步 我 们 要 间 : 对 于 非 旋转 
的 伪 球 面 ,一 般 说 来 应 当 有 一 些 什 么 性 质 ? 
由 于 伪 球 面 的 Gauss 曲率 是 负 的 ,由 此 可 以 在 曲面 上 取 渐 近 
线 坐 标 网 ,使 得 在 曲线 坐标 网 上 有 bi1 一: 一 0, 即 第 二 标 形 为 
I = 26idu du’. (2. 6. 29) 


由 于 一 一 上 ,可 得 到 
bz =— Vg, (2. 6. 30) 
在 这 里 开 方 取 负 号 是 为 了 今后 计算 方便 . 将 上 述 条 件 代入 Codazzi 
方程 ,有 
3 (Th— IT?) WE， 
(2. 6. 31) 
9 = Tt re) VE 
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但 是 对 一 般 曲面 我 们 还 有 


:| 


1 一 vg 
Ds Vg Eg 
把 (2. 6. 31) 与 (2. 6. 32) 两 式 联 立 起 来 ,可 得 

rT?,= T= 0, (2. 6. 33) 


(2. 6. 32) 


再 将 上 式 展 开 , 有 
| glizgin,z t+ gugz 一 0， 


82z2gnz 一 gz8g2 一 0. 
此 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 是 正定 的 ,所 以 只 能 有 零 解 : 


ga,z = g221 一 0. 
也 就 是 说 ,我 们 有 
gu = gu(w), 
和 = gz (ww). 
根据 (2. 6. 34) 式 我 们 可 以 进行 坐标 参数 的 变换 : 


v= Tverd 


= TVa (Ww ) du’. 


在 这 组 新 的 坐标 参数 下 ,曲面 的 第 一 和 第 二 标 形 分 别 变 为 
1 I = a:[(dv')’++282dv' dv + (dv )’], 
H = 26,dv! dv’, 


(2. 6. 34) 


(2.6.35) 


其 中 加 一 一 元 六 .由 于 
g=a'(l—8,)>0, 
所 以 可 以 令 
E12 = coOsw, (2. 6. 36) 
这 样 就 有 
六 =— asinw. 《2..6. 37) 


这 时 第 一 和 第 二 标 形 分 别 可 以 表 为 
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I = a[(dv)’++2coswdv' dv + (dv )’], 
[I =— 2asinwdv! dv’. 
由 $2.4 中 的 讨论 ,两 个 标 形 的 系数 之 间 还 应 当 满足 Gauss 方 
程 .将 (2. 6. 38) 式 代入 到 Gauss 方程 中 ,经 过 简单 的 计算 就 可 以 
得 到 


(2. 6. 38) 


3 tn, (2. 6. 39) 


方程 (2. 6. 39) 就 是 所 谓 的 Sine-Gordon 方程 .关于 它 我 们 有 以 下 结 
论 : 

(1) 以 (2.6.38) 式 表达 的 第 一 和 第 二 标 形 , 当 且 仅 当 其 中 的 w 
满足 方程 (2. 6. 39) 时 ,曲面 具有 负 的 常 Gauss 曲率 , 即 曲面 为 伪 
球面 . 

(2) 方程 (2. 6. 39) 是 一 个 非 线性 方程 . 

方程 (2. 6. 39) 的 求解 与 近年 来 发 展 起 来 的 孤立 子 (soliton) 有 
密切 的 联系 . 下 面 我 们 要 讨论 由 求解 这 类 方程 发 展 起 来 的 变换 
方法 . 


五 、 Bicklund 变换 


Bicklund 变换 法 是 针对 求解 方程 (2. 6. 39) 而 发 展 起 来 的 一 种 
非 线性 方程 的 解法 . 它 的 主要 想法 是 通过 构造 一 种 变换 ,从 方程 
(2. 6. 39) 的 一 个 解 变换 为 它 的 另 一 个 解 . 现在 我 们 就 来 介绍 这 种 
方法 . 

先 考 虑 曲面 的 焦 曲 面 的 一 个 性 质 . 回顾 由 (2. 6. 22) 式 所 代表 
的 两 张 焦 曲 面 ,可 以 证 明 曲面 的 法 向 量 n 与 焦 曲面 r* 和 7r? 的 法 向 
量 是 正 交 的 (证 明 请 读者 自行 完成 ). 若 将 n 记 做 ei, 而 把 "和 r? 
分 别 记 做 和 ,考虑 两 张 焦 曲面 之 差 : 

天 一 r 一 (zi 一 zz)el. (2. 6. 40) 

令 !=zi 一 zz, 则 /表示 两 张 焦 曲面 上 对 应 点 的 距离 . 这 两 个 对 应 点 
由 一 条 与 焦 曲 面相 切 的 直线 联系 着 . 
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记 两 张 焦 曲 面 的 法 向 量 为 n 和 ,对 应 点 的 法 向 量 的 夹 角 余弦 
为 n，n 二 cosr. 对 两 张 焦 曲 面 有 如 下 的 定理 : 
定理 2.8 车 1==const, 且 r= 二 const, 则 (2. 6. 40) 式 联系 的 两 张 


焦 曲面 均 是 伪 球 面 , 它 们 的 Gauss 曲率 相等 , 均 为 一 Sa 


证 明 在 焦 曲 面 > 上 引进 标 架 {el ,ez ,m} ,其 中 el 是 原 曲面 的 
法 向 量 ,n 是 r 的 法 向 量 , 而 e: 是 在 的 切 平面 内 与 e: 正 交 的 单位 
向 量 . 同样 可 以 在 上 引进 相应 的 标 架 {ei ,ez ,n). 由 条 件 六 mm 一 
cosr, 可 以 得 出 这 两 个 标 架 的 关系 为 


el et 
| = ezcosr 十 msinr， (2.6.41) 
n’ 一 一 ezsinr 十 mcosr. 
令 曲 面向 径 的 微 商 在 标 架 中 的 分 解 为 
ri 一 aiej， 
| . (2. 6. 42) 
r= ayej. 


而 标 架 {el ?22 ,2} 的 微 商 关系 为 
eli 一 aasez 一 Qi21y 
| 二 一 aasel an, (2. 6. 43) 
Pi 一 Qi2el 一 Qilez。 
在 推导 (2. 6. 43) 式 时 使 用 了 标 架 的 单位 正 交 性 , 在 标 架 {e! ,ez ,me》 
中 也 有 类 似 的 关系 : 
li Qa€2 aun 
| 一 一 a8e! 十 atm ， (2. 6. 44) 
\n’ = aje! — oies, 


利用 (2. 6. 41) 式 ,可 得 到 与 的 关系 为 


aaa 三 Qi» 

: = aizcosr 十 aasinr， (2. 6. 45) 
as 一 一 aizsinr 十 gis cosr。 

由 于 混合 偏 导数 的 可 交换 性 ,有 


AQ 1， 
ren=ra*n, ren =r*n, 


94 ”微分 几何 及 其 在 力学 中 的 应 用 


将 (2. 6.42) 式 (2. 6.43) 式 以 及 (2. 6.44) 式 代入 上 式 , 即 得 


QlzQ21 AllQ22 一 Q22011 一 Q21Q12， 


atzaz— aliazz = azaam bit asia 。 > 
最 后 由 两 个 曲面 之 间 的 关系 
r= r+ le = asej; 十 Laases 一 /ai 于 
asey = ale! 十 ae (ezcosr 十 msinr) 
有 
Qi 一 Qay 
| cosr 一 az 十 laa， (2. 6.47) 
ab sinr 一 一 aa。 


而 一 般 地 ,在 曲 纹 坐标 中 有 
ri Xr =Vgn = (aye;) X (axet) = (anaz 一 aizazt)el Xez， 


因此 ,有 


VE 二 Andzz 一 Q12Q21， 
a 人 (2. 6. 48) 
Ve = QlQ22 QAl2Q21. 
另外 ,还 有 
m Xn = (—Wr) X (一 外 mr) = (bb —bibl Vgn = wrVgn. 
(2. 6. 49) 
同 理 , 有 
n!{ X md = «Vgn’. (2. 6. 50) 
在 现在 的 标 架 中 ,我 们 有 
ni X nz 一 《aila2z 一 al202)n, 
如 x nz be (Qala2s— aiza20 
比较 上 式 与 (2. 6. 49) 式 和 (2. 6. 50) 式 ,我 们 得 到 
一 alla22 — Ql2Q21 
Q11Q22 Ql2Q21 
1/ 7/ 《2. 6.51) 
, QlIlQ22 ”CQl2G21 
ee 


2 rR 
QiQ22 QQ 21 
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利用 (2. 6. 45) 式 (2. 6. 46) 式 和 (2. 6.47) 式 ,最 后 可 以 得 到 


QliQ22 Ql2Q21 
QilQ22 一 Ql2Q21 


/ 7 
SInT Q12Q21 ~ Q22Q11 
Ll QillQ2zz 一 Q12Q21 


7 7 交 当 
Sint Qiz2  Q22Q11 
l anazs — al2a2 
和 话 = 7 / 
SIDT QlIQ22 一 Q21Q12 
! alias 一 Qlza2l 
/ / 
_ SInDT Qiaz2 GQ2iQl2 


{ anazz 一 Qiza21 


再 由 (2. 6.45) 式 中 的 第 二 个 式 子 及 (2. 6.47) 式 中 的 后 两 个 式 子 得 


/ sint 
7 3 
把 它 代 人 上 式 , 有 
Pe sir Qua — Qua we -sin (2. 6.52) 
L QilQ22 一 Q21Q12 l 
同 理 可 得 
| 
= 一 3 (2. 6. 53) 


I 
到 此 ,我 们 就 证 明了 定理 的 结论 ， 上 1 

上 面 的 定理 建立 了 这 样 一 种 关系 , 即 两 个 Gauss 曲率 相同 的 
伪 球 面 可 以 作为 同一 曲面 的 焦 曲面 而 联系 起 来 . 受 该 定理 的 启发 ， 
可 以 考虑 如 下 的 Backlund 变换 . 

定理 2. 8 中 所 考虑 的 一 对 曲面 ,它们 均 是 伪 球 面 , 因 此 当 这 两 个 
曲面 的 渐 近 线 坐 标 网 的 夹 角 分 别 为 由 与 必 时 , 则 wo 与 ww 都 应 当 满足 
(2. 6. 39) 式 . 这 时 ,引进 Bicklund 变换 : 


/ / 
ws 十 wo 1 Ce 
一 一 一 sin 

2 a 


/ (2. 6. 54) 
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在 此 变换 下 ,如 果 w 满足 方程 


Oo si (2. 6. 55) 
aar = SIinwy 。 OO. 
则 w 也 满足 方程 
ee 
六 = sing’. (2. 6. 56) 


事实 上 ,(2. 6. 54) 式 中 的 第 一 个 式 子 对 wu 微 商 ,并 将 第 二 式 代入 ， 
可 得 


7 / 
Cs 3 让 cos 和 3 (ww 一 oo) 
/ / 
一 lam . i 
a 
= sin sinw’). 


由 上 式 知 , 若 w 满足 方 程 (2. 6. 55), 则 w 满足 方程 (2. 6. 56) ;反之 
亦 然 . 

由 上 面 的 讨论 ,我 们 得 到 结论 : 若 得 到 方程 (2. 6. 39) 的 一 个 
解 , 则 由 (2. 6. 54) 式 可 以 得 到 方程 (2. 6. 39) 的 另 一 个 解 . 也 就 是 
说 ,将 ww 满足 的 二 阶 非 线性 方程 (2. 6. 39) 化 为 (2. 6. 54) 式 表示 
的 一 阶 非 线 性 方程 组 来 求解 ,这 比 起 直接 求解 方程 (2. 6. 39) 要 
简单 . 

上 述 事实 从 另 一 个 角度 来 看 就 是 : 变换 (2. 6. 54) 保持 方程 
(2. 6. 39) 不 变 , 换 句 话 说 ,方程 (2. 6. 39) 是 变换 (2. 6. 54) 的 微分 不 
变量 . 将 这 一 事实 加 以 推广 ,对 于 非 线 性 方程 求解 都 可 以 应 用 这 一 
方法 . 这 种 对 一 个 给 定 的 方程 寻求 保持 方程 不 变 的 变换 的 方法 称 
为 Lie-Bicklund 变换 法 ,相应 的 变换 称 为 Lie-Bicklund 变换 . 在 第 
五 章 中 还 要 对 Lie-Bicklund 变换 作 专 门 讨论 . 


第 二 章 ” 欧 氏 空 间 中 的 曲 纹 坐标 97 


$ 2.7 欧 氏 空间 的 变换 群 


一 、 变换 群 


设 在 n 维 欧 氏 空间 "中 给 定 两 个 区 域 9. 和 29.,9. 上 有 坐标 
Zz',9: 上 有 坐标 = ;并 设 9. 上 的 点 = 与 9. 上 的 点 x’ 之 间 存 在 一 
一 的 、. 映 上 的 映射 关系 ， 

天 一 2 人 (zz) 和 zi = zi(z! ,7"). 
如 果 映 射 z' 二 zx (2 ，…,z") 与 z' 二 zi(z!,…，,z") 均 满足 光滑 性 要 
求 , 则 称 由 9, 到 9. 的 一 一 的 、 映 上 的 映射 为 变换 . 

如 果 9, 与 9. 是 同一 区 域 , 则 变换 称 为 域 上 的 一 个 变换 , 它 实 
际 上 就 是 坐标 变换 . 

域 上 的 变换 全 体 组 成 的 集合 在 函数 复合 运算 下 构成 一 个 群 ， 
称 为 变换 群 . 

群 的 定义 是 这 样 的 : 如 果 集 合 9 上 定义 了 一 种 二 元 运算 ( 称 为 
乘法 ) , 它 对 于 Vf,g,hE€E 旬 都 满足 : 

(1) (fog)o 咱 二 f。(g。h); (结合 律 ) 

(2) 存在 单位 元 TE9, 使 Tog 一 5，g*T 一 8g; 

(3) 存在 逆 元 g ' ,使 gg '=1, g '*g=1， 

则 称 9 为 群 . 

从 群 的 定义 上 考虑 ,如 果 gp 是 域 上 的 变换 x 二 x(z) ,而 y 是 域 
上 另 一 变换 z= 二 z(y) , 则 

(1) gr 定义 为 x 二 x(z(y)); 

(2) gq 定义 为 z 二 z(x); 

(3) 了 定义 为 恒 等 变 换 x 一 z. 

在 前 面 的 讨论 中 ,实际 上 我 们 已 经 遇 上 了 许多 变换 群 的 例子 ， 
如 欧 氏 空间 中 的 Galileo 变换 组 成 的 群 , 伪 欧 氏 空间 中 Lorentz 变 
换 组 成 的 群 ,等 等 . 在 这 一 节 中 我 们 一 般 地 来 介绍 几 种 类 型 的 变换 
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群 及 其 一 些 性 质 . 
二 、 线性 变换 群 94(n,R ) 


令 Uln, RR) 表 示 实 数 域 中 全 体 n 阶 和 矩阵 的 集合 ,和 矩阵 的 元 素 
ai€ 民 . 在 n 维 线性 空间 纪 中 的 线性 变换 为 
y= Ax, (2 7;1) 
其 中 x,y€E 如 ,而 AEAln, 民 ) 是 非 退 化 矩阵 . (2. 7. 1) 式 表示 和 矩阵 
4 与 线性 变换 之 间 一 一 对 应 , 故 有 时 也 直接 把 4 称 为 线性 变换 . 


两 个 线性 变换 的 积 可 以 用 乘积 矩阵 来 表示 . 若 令 4= (a;)， 
B= (性 ) , 则 线性 变换 4 和 B 的 积 C 可 表示 为 
C=(¢) = AB= (ab!). (2.7.2) 


络 上 的 全 体 线 性 变换 组 成 的 集合 在 矩阵 的 乘法 下 构成 了 一 个 
群 , 称 为 线性 变换 群 , 记 做 94n,RR). 它 是 一 个 n? 维 的 空间 . 

线性 变换 的 乘法 也 是 一 种 对 应 关系 , 它 将 94n, RR ) 中 的 两 个 
元 素 映射 到 了 $n, RR ) 中 的 另 一 个 元 素 . 

显然 ,$Yn, RR) 中 的 逆 元 用 和 矩阵 的 逆 和 矩阵 表示 ,而 单位 元 则 表 
示 为 单位 矩阵 工 

若 在 矩阵 集合 NA(n, R ) 中 引进 范 数 : 


1412 = 2) 1a;l’, (2.7.3) 


ij 一 1 


则 显然 有 
| 上 4 十 如 | < lA4l+lBl, C2.7.4) 
I4Bl < |41 :1B1. 

由 于 引进 了 ALn,R ) 中 的 范 数 ,因此 在 K(n, RR ) 中 就 有 了 邻 
域 的 概念 . 下 面 我 们 就 来 考虑 单位 元 工 的 邻 域内 的 性 质 . 我 们 将 证 
明 : 当 XE Aln, 展 ), 而 | 关 | <1 时 ,矩阵 工 居 是 可 逆 的 , 即 

I+XEYAHUn, R). 
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先 考虑 
B= 了 I 一 针 十 壬 :一 … 十 (一 美 )" 十 …. (a5 
它 在 范 数 意义 下 是 收敛 的 .事实 上 ， 
11B。 一 Bi = HX" 一 Xe 十 二 (De 
< x 二" 二 十" 
< XFL 
a p 
< IxP" 生 入 上 <x 和 
由 于 |X <1, 因 此 巨 是 收敛 的 .而 由 于 (CIHX)B 一 世 ,因此 有 
(I+X) :=B. (2.7.6) 


由 上 面 讨论 知 , 在 单位 矩阵 了 的 邻 域内 ,4A 二 I 十 X 是 $n,R) 
中 的 元 素 . 同样 ,对 于 任何 一 个 元 素 B。€ $Y(n, RR), 也 可 以 证 明 在 
其 邻 域内 的 元 素 是 属于 $4n, RR) 的 . 

接 下 来 要 考虑 的 是 相对 较 抽 象 的 问题 . 在 Kln, R ) 中 ,每 个 元 
素 有 xn 个 独立 分 量 ,是 n? 维 的 空间 ,而 94n, RR) 则 是 Kln, RR ) 中 
的 一 个 区 域 . 在 924n, RR ) 的 单位 元 I 上 ,存在 的 一 个 “ 切 空间 ”, 它 
是 由 如 下 的 方式 产生 的 : 

考虑 A(t) E94Un,R ) 是 一 条 “曲线 ”, 设 这 条 曲线 经 过 单位 元 


了 无 妨 设 A(0) = 这 条 曲线 在 工 点 的 “ 切 向 量 ?是 矩阵 A(0) ,而 
Un, 民 ) 在 I 点 的 “ 切 空间 ”就 是 所 有 这 些 切 向 量 所 张 成 的 空间 . 
这 个 切 空 间 记 做 5[9n, R )]. 
对 于 YXE .hn, 民 ), 当 上 充分 小 的 时 候 ,由 上 面 关 于 工 的 邻 

域 性 质 的 讨论 知 , 和 矩阵 4A=I+:X 也 是 894(n, R ) 中 的 元 素 , 即 
A(1)=I 十 1X 是 894n, RR ) 中 的 曲线 . 由 切 空 间 的 定义 知 ,A(0) 一 
X 是 属于 切 空 间 17[$YUn, RR )j 的 . 由 此 我 们 证 明了 

Mn, R) CC NALGKn, R)1. 
但 是 由 于 Xln, R ) 是 全 体 盖 阶 和 矩阵 的 集合 ,因此 

AMln, R) = FL[GLn, R)J, 
即 线性 变换 群 在 单位 元 处 的 切 空 间 是 全 体 矩 阵 的 集合 . 
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按照 上 面 的 观点 ,我 们 实际 上 是 将 变换 群 看 做 是 XCn, RR ) 中 -… 
的 “曲面 ”. 

在 以 上 的 讨论 中 ,实数 域 RR 在 用 复数 域 C 代替 时 ,复线 性 变换 
群 记 做 9 和 nn,C). 


三 、 线 性 变换 群 的 某 些 特 殊 子 群 


如 果 一 个 群 的 某 个 子 集合 在 群 的 运算 下 又 构成 一 个 群 , 则 由 
子 集 构成 的 这 个 群 称 为 原来 群 的 子 群 . 

对 于 线性 变换 群 84n, RR ) 或 984n,C), 在 变换 满足 一 些 特殊 
条 件 时 ,构成 了 Un, RR ) 或 $4ln,C ) 的 一 些 子 群 .下 面 我 们 就 来 
讨论 这 些 子 群 . 


1. 特殊 线性 变换 群 YUn, RD) 和 FYn,C) 
如 果 规 定 线性 变换 的 矩阵 4 满足 
det4 = 1， (2:.9,7) 
则 这 些 变 换 构成 84n, RR ) 的 一 个 子 群 . 这 个 子 群 称 为 特殊 线性 变 
换 群 , 记 做 FUn, RR). 同样 可 以 有 特殊 线性 变换 群 FUn, CC ). 

由 于 条 件 (2.7.7) 相 当 于 在 mn? 维 空间 中 给 定 了 一 个 约束 条 件 ， 
因此 FYn, 民 ) 是 ww 一 1 维 空间 , 它 可 以 看 做 是 n? 维 空间 中 的 一 个 
2 一 1] 维 超 曲面 . 类 似 于 变换 群 84(n, R ) 的 切 空间 的 讨论 ,我 们 可 
以 对 变换 群 Y4n,R ) 在 .w(z, 民 ) 中 的 切 空间 进行 如 下 分 析 . 

考虑 A(z) 是 FXUn,RR) 中 的 一 条 曲线 ,这 条 曲线 过 FY(n, RR) 


的 单位 元 了 ,无 妨 设 A(0)=I. 显然 A(0) 是 FUn,R ) 的 切 空间 中 的 
元 素 . 由 于 det4=1, 因 此 我 们 有 


tr(4(0)) = deth 一 0， (2.7.8) 


=0 


即 YYn, R ) 在 单位 元 工 处 的 切 空间 中 的 元 素 是 零 迹 矩阵 . 

对 于 A(ln, 民 ) 中 的 任意 一 个 零 迹 矩阵 XX, 曲线 4 (t) 一 
I+tX 是 经 过 单位 元 了 的. 由 线性 代数 中 特征 多 项 式 的 展开 公 
式 , 有 
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detA(z) 一 det(GT 十 慌 ) = 1 十 ttr(X) 十 0(1) = 1 十 oC2). 
由 此 可 知 曲 线 A4(2) 与 超 曲 面 FUn, RR ) 是 相 切 的 (在 单位 元 处 ) ,所 
以 曲线 的 切 向 羡 也 就 是 超 曲子 面 的 切 向 . 这 样 我 们 就 证 明了 特殊 
线性 变换 群 YUn, RR ) 的 切 空间 为 
TL[IHUn, R)] = {X: XEAMn, R),tr(X) = 0}. (2.7.9) 
对 于 变换 群 YMn,C ), 也 有 类 似 的 结论 . 


2. 正 交 群 0(n) 和 丁 群 Nn) 
正 交 变换 群 (简称 正 交 群 ) 是 线性 变换 群 的 一 个 子 群 , 它 的 元 
素 所 对 应 的 矩阵 和 是 .Ka, 展 ) 中 的 正 交 和 矩阵 , 即 
44I 一 工 (2.7.10) 
上 式 所 代表 的 等 式 一 共有 于 个 方程 ,但 由 于 对 称 关系 ,只 有 


2 十 DD 个 方程 是 独立 的 . 一 般 地 ,LCn, 民 ) 中 由 约束 关系 (2.7. 10) 


所 表示 的 集合 也 是 Cn, 民 ) 中 的 一 个 人 “号 - 维 超 曲 面 正 交 群 一 


般 记 做 0Cn). 

正 交 群 0Cn) 在 单位 元 I 处 的 切 空间 对 应 于 A(ln, R ) 中 的 反 称 
矩阵 . 考虑 0(n) 中 某 一 条 曲线 4A(t),4(0) 一 工 由 定义 (2.7. 10) 
式 , 有 


dar ，，d4T _ 
了 44 一 0. 
车 记 X==A(0) 为 单位 元 处 的 切 向 量 ,上 式 令 :一 0, 有 
X+X' 一 0O. (2.7.11) 
反 过 来 ,对 于 Uln, R ) 中 任意 的 反 称 矩 阵 关 ,曲线 A(z) 二 I 十 :XX 有 


如 下 性 质 : 
4(D4TCGD) 一 (十 三 )G 十 三 7) 
三 1+t(X+X')+o(t) = I+o(t). 
因此 4(2) 与 超 曲 面 0(n) 是 相 切 的 . 这 样 我 们 就 有 
FLO(n)] = {X: XE Mln,R),X+XT = 0}. (2.7.12) 
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丁 群 Un) 是 gn,C) 的 一 个 子 群 , 它 的 元 素 对 应 的 矩阵 4 满 
足 
A448 一 工 (2,.7.13) 
这 里 上 标 H 表示 Hermite? 转 置 , 即 共 斩 转 置 . 如 果 将 (2. 7. 13) 式 
看 做 是 矩阵 4 各 分 量 的 一 个 方程 组 , 则 由 于 它 不 是 分 量 的 解析 函 
数 ,因此 不 能 将 Wn) 看 做 是 XCn,C ) 中 的 一 个 超 曲面 . 
若 我 们 在 民 握 中 考虑 西 群 , 则 (2.7.13) 式 代表 了 n? 个 独立 的 
实 方程 ,因此 9%(z) 可 以 看 做 民 2 中 的 一 个 mw 维 超 曲面 . 同样 可 以 
证 明 , WU(n) 在 单位 元 处 的 切 空间 为 
TL[Un)] = {X: XE Mln,C),X+X" = O}. 
(2.7.14) 
类 似 于 特殊 线性 变换 群 的 讨论 ,同样 可 以 考虑 特殊 正 交 群 
90(n) 及 特殊 西 群 YUCn). 特殊 正 交 群 70(n) 也 称 为 旋转 群 , 它 是 


ns 民 ) 中 的 下 维 曲面, 而 UCn) 则 是 RR” 中 的 戏 一 1 维 
曲面. 
四 、 变 换 群 与 其 切 空间 的 关系 


在 变换 群 和 它 的 切 空间 之 间 可 以 建立 如 下 的 一 种 映射 关系 : 
令 儿 为 变换 群 ,9 二 91[9] 为 该 群 在 单位 元 处 的 切 空间 , 则 有 


exp: 9I_> 4， exp(0) = 1, (2.7..15) 
且 对 于 XE3, 有 

exp(X) =I 攻 + 车 十 …， (2.7.16) 
其 中 0 是 切 空间 中 的 零 元 素 . 


一 般 地 ,映射 exp 有 如 下 性 质 : 
引 理 (1) 对 于 任 给 的 了 EAln, 民 ) 或 Uln,C),exp(X) 均 是 


@@ C. Hermite(1822 一 1901) ,法 国 数学 家 . 
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收敛 的 ( 范 数 意义 下 ); 

(2) 如 果 关 与 Y 可 交换 , 则 exp( 怀 十 Y) 一 exp( 瑟 )。exp(Y); 

(3) 对 于 任意 的 X,4 一 exp(X) 可 道 , 且 4-: 一 exp( 一 于); 

(4) 对 于 任意 的 天 ,exp(X7) 一 [exp(X)]. 

引 理 的 证 明 是 十 分 容易 的 ,请 读者 自行 完成 . 下 面 我 们 将 说 明 
映射 exp 总 是 将 7 了 映射 到 变换 群 9. 实际 上 , 引 理 中 的 (3) 已 经 说 明 
了 exp 将 7[9Yn, 展 )] 映 射 到 Un,R)( 对 于 复 变 换 情 形 也 是 如 
此 ). 现在 我 们 考虑 当 儿 是 上 一 段 中 讨论 过 的 一 些 特殊 子 群 时 的 
情况 . 

定理 2.9 (1) 若 9=Y(n,R),XE9=[YZY(n, RR)], 即 
tr(X) 一 0, 则 有 

A=exp(X)E 5， 即 detA=1; 

(2) 车 9=04n) ,XE9 二 =F1[0(n)], 即 XX 十 XT 二 0, 则 有 
A=exp(X)E€E 49， 即 AAT=1; 

(3) 若 4 一 (nz) ,XE9 二 7[Un)], 即 XX 十 XH 二 0, 则 有 
A=exp(X)E€E $3， 即 448 一 工 

证 明 三 条 性 质 的 证 明 方 法 是 类 似 的 ,我 们 只 对 (1) 进 行 证 
明 ,(2) 及 (3) 的 证 明 这 里 不 再 闭 述 了 . 

令 A(t) 二 exp(tXX), 由 于 HX 与 ;XX 可 交换 ,因此 有 

Alti+t,) = A(t)Alt,). 
车 记 f(t) 三 det 4A(z), 则 由 行列 式 性 质 有 f(4 二 to) 二 f(t)f(t2). 
一 方面 ,显然 f(t) 是 一 个 连续 函数 ,由 数学 分 析 知 识 可 以 证 明 : 
f(t) 一 exp(Cct)， (2.7.17) 
其 中 c 为 待定 常数 . 另 一 方面 ,有 
f(t)= detA(it) = det[exp(t¥X)] = detLI 十 这 十 o(b] 
二 1 十 t， tr(X) 十 o(t) = 1 十 o(2). 
所 以 ,有 c= 二 (0)==0, 从 而 
f(t) = detA(t) 一 exp(0。i) 一 1. 
令 1= 二 1, 即 得 A=exp(X)EIYUn,R). 1 
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推论 ”对 于 儿 =9O(n) 或 Uln) ,如 果 久 EFT( 外 , 则 有 
A=exp(X)EY. 
映射 exp 也 称 为 指数 映射 . 可 以 证 明 该 映射 在 XCn, R ) 中 零 
点 处 是 局 部 的 一 一 映射 .为 了 说 明 这 一 点 只 要 注意 到 exp 作为 一 
个 中 元 函数 在 原点 处 矩阵 的 Jacobi 行列 式 等 于 1. 从 整体 上 来 看 ， 
从 了 到 多 的 映射 一 般 不 是 一 一 映射 ,同样 也 不 是 映 上 的 . 


五 、 欧 氏 空间 中 的 保 角 变 换 

作为 变换 群 的 一 个 特例 ,现在 我 们 来 讨论 欧 氏 空间 中 的 保 角 
变换 群 . 

设 在 nn 维 欧 氏 空间 8" 中 的 某 个 区 域内 给 定 一 组 坐标 {zx'} ,其 
对 应 的 基底 为 {e:} ,度量 系数 为 gj. 在 坐标 变换 


Zz = 2 (zl) (2.7.18) 
下 ,空间 的 基底 变 为 {fe:) ,度量 系数 变 为 g;, 则 一 般 地 ,有 
/_ ari 
4 二 361 (2.7.19) 
i (2.7. 20) 


~ Bz’ dr’ ** 
若 (2.7. 20) 式 满足 

8g; = ACx) gy, (2.7.21) 
其 中 4(x) 为 正 的 实 函 数 , 则 我 们 称 这 样 的 坐标 变换 为 欧 氏 空间 
外 中 的 保 角 变换 . 事实 上 ,可 以 证 明 在 这 种 坐标 变换 下 任意 两 个 坐 
标 基 底 的 夹 角 在 坐标 变换 后 是 不 变 的 . 

对 于 ”一 1 来 说 ,所 有 的 正则 变换 均 是 保 角 变换 . 当 n= 二 2 时 ， 
由 复 变 函数 知识 知 , 只 要 
w= Xid = f(riyr) = fritirs zi — izs) = f(z,z) 

是 z 的 解析 (或 共 轿 解析 ) 函 数 , 则 变换 了 为 平面 上 的 保 角 变 换 .但 
当 n 宇 3 时 , 欧 氏 空间 8" 中 的 保 角 变换 则 与 4 二 1,2 时 有 显著 的 区 
别 ,体现 在 下 面 的 定理 中 . 


第 二 章 ” 欧 氏 空间 中 的 曲 纹 坐 标 ”105 


定理 2.10(Liouville 定理 ) ” 当 n 之 3 时 , 欧 氏 空间 6" 中 任何 一 
个 充分 光滑 (至 少 四 阶 连续 导数 ) 的 保 角 变换 由 空间 的 刚体 运动 、 
膨胀 变换 以 及 倒数 变换 复合 而 成 . 

证 明 我 们 只 对 ”一 3 进行 证 明 , 当 之 3 时 同 理 可 证 . 另外 ， 
由 于 在 下 面 的 证 明 过 程 中 不 会 用 到 度量 系数 矩阵 的 正定 性 ,因此 
定理 的 结论 对 于 n 宇 3 的 擅 欧 氏 空间 也 是 成 立 的 . 

设 洲 ==y(z!l,…,z") 是 如 中 由 到 YY 的 一 个 充分 光滑 的 保 角 
变换 . 令 &, 是 x 二 (x! ，,…,z")EU 上 的 两 个 向 量 ,6 二 (&@，…,&)， 
用 一 (不 ,大 ) ,并 设 在 六 中 坐标 系 y= 二 Cy ，…,y") 上 ,6 二 (6 ，*…， 
总 ) ,0 二 (%，…，, 功 ) ,于 是 

(E01) = gt = gE = Mg sé (2.7. 22) 
车 (&,m0) 二 0, 即 与 9 正 交 时 ,有 


gi: = 0. 
由 (2.7.22) 式 可 知 同时 也 有 
giéyN» 一 0. 
而 按照 坐标 变换 关系 , 知 
= 46， 用 = (49)"， 其 中 4 一 (2). 


令 修一 (而 ), 全 一 ( 求 ) ,Th 三 ( 表 ) 是 x 点 上 的 三 个 相互 正 交 的 常 向 
量 , 由 于 变换 是 保 角 的 ,4m ,4m 和 Ap 也 相互 正 交 ,于 是 有 
Ami'An:) = 0, (Anz,An3) = 0, (4713 411) = 0. 
(2.7.23) 
将 (2.7.23) 式 中 的 第 一 个 式 子 两 边沿 ns 方向 求 导数 ,得 到 


Gr EA) + (An -0 
同 理 有 


(a 不 ,hm ) 十 (A213 所 7 


(a EA) 十 (Ans ee =0. 
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得 到 的 三 个 式 子 中 ,后 两 式 相 加 ,再 减 去 第 一 式 , 得 
(SA) =0. (2.7.24) 


由 于 ”一 3, 并 且 Am ,An 和 An 相互 正 交 ,因此 由 (2. 7. 24) 式 
可 知 


OF A = pA + vx)A 
Ep . 了 Tv 2 » 
其 中 
et 1 oy BY 
ES (A A (Be TA), 
一 1 oy A 
ES CA A (Bre RA ). 
由 于 
人) 一 gogk’y = Ngaks ny = AAE ,AN), 
因而 有 
lm ll:= 4 Anll’ = const, 
所 以 
有 有 2 
一 _472 9 hn 9 lm 
p= TAAm) = a a7( 全) 
hn 3 /1 ba 
2 (3 ) 2A 9zr"" (2.7.25) 
同 理 有 
一 页 B94 
v(x) er (2.7.26) 
由 此 我 们 得 到 如 下 关系 : 
oy aA .8 ， 8.8 pay 
于 号 7 下 下 一 一 下 (8 Bz? + Bz 3 FF- 
(2.7.27) 
令 po=W, 则 由 上 式 可 得 
a:(oy) 0’ 
人 一 (2.7.28) 
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两 边 再 一 次 对 1 方向 求 导 ,得 


oO’ (py) ap op 
Ee 一 Bc As) 十 了 F777 D7 
(2.7.29) 
上 式 中 对 换 信 与 他 位 置 仍 应 成 立 , 因 此 有 
3 a 
BeBe (AN) 一 Br A ). 
但 由 于 hm 与 An: 是 线性 无 关 的 ,因此 有 
3: 和 
Ep 三 0. (2.7. 30) 
由 于 二 与 th 是 两 个 任意 正 交 的 常 向 量 ,因而 上 式 成 立 等 价 于 
让 
er = ox) gg,. (2.7.31) 


下 面 证 明 oCx) 是 常数 . 设 鲁 ,6,5s 是 x 点 上 三 个 常 向 量 , 则 
由 (2.7. 31) 式 有 


TA (2) (G6) + ease 
= (Eee),6). 
上 式 中 交换 与 名 的 位 置 并 与 原 式 比较 ,得 
(Br)e -Ee)ss) =° 
由 于 上 是 任意 的 ,因此 
(Be )s = (BE)s 


再 由 号 ,名 的 任意 性 知 22 一 0, 即 


go(x) = const. (2.7.32) 
有 了 上 面 的 关系 ,再 从 (2.7. 31) 式 即 得 到 
p= = a lx— wlt+h, (2.7.33) 


其 中 xo ,ai,b; 为 积分 常数 . 反 过 来 , 逆 变 换 ?>x 同样 是 保 角 变 
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换 , 系 数 为 4 ! ,因此 有 
azlly — yoll*+ b,, (1 
yp，az sbz 同样 为 积分 常数 .综合 上 面 两 式 , 我 们 就 得 到 8" 中 保 角 变 
换 的 通 解 为 
(al lx 一 zol +b) Caz lly— yolt+ bs) = 1. (2.7.35) 
下 面 的 任务 就 是 弄 清 上 述 通 解 都 对 应 了 一 些 什么 样 的 变换 . 
首先 注意 到 球面 |x 一 xoll 二 const 对 应 于 球面 |y 一 yo ==const. 在 
处 中 过 xo 点 的 直线 段 zx 是 垂直 于 球面 jx 一 xo| =const 的 , 若 经 
过 变换 
XX Fr yi， 
由 保 角 性 知 ,yyi 一 定 要 垂直 于 中 的 球面 |y 一 yo =const, 这 就 
必然 推出 结论 : yyi 一 定 是 六 中 过 yo。 点 的 直线 段 .因此 
azC ly—y lt|y: — yoll )? + 6 
ia azlly — yoll* 十 bz 


a 1 
ailx— xol+ 6 


一 方面 ,由 上 式 可 看 出 上 y 一 yn 一定 是 上 x 一 xol 的 代数 函数 . 另 一 
方面 ,用 参数 r (tr<ts) 描 述 yy7, 则 


EC 
(2.7.37) 


若 选取 r 为 区 1? 上 的 弧 长 参数 , 则 六 = | 一 zl ,ts 二 jx 一 xol， 
因此 


(2.7.36) 


-ol dr | [| EE 
i = = “ 《2.7.38 
人 一 中 人 A ial air 二 bi > 


由 (2.7. 38) 式 看 出 , 若 a1b1 关 0, 必 然 得 出 ly 一 六 | 是 x 一 xoll 的 超 


越 函 数 . 这 与 ly 一 六 | 是 lx 一 xol 的 代数 函数 相 了 矛盾, 因此 必然 有 
aibi=0. 
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若 w 一 0, 由 (2.7. 33) 式 知 4=const. 这 说 明 变 换 是 由 刚体 运 
动 与 膨胀 相 复合 的 . 
X—xXo 
车 加 二 0, 令 x" -x 
y= yx) = y(x(x )) = yx ). 
而 由 (2.7.35) 式 ,y(x" ) 可 表示 为 ( 同 理 这 时 b, 二 0) 
|y— yoll? = alx'l?. (2.7..39) 
因此 ,这 时 变换 由 刚体 运动 .膨胀 及 反 演 三 种 组 合 而 成 . 这 样 我 们 
就 证 明了 定理 .上 


习 题 二 


1. 试 证 张 量 的 绝对 微 商 与 缩 并 运算 可 交换 . 

2. 试 证 度量 张 量 的 绝对 微 商 为 零 . 

3. 试 证 对 于 欧 氏 空间 中 的 任意 向 量 后 ,6 ,19, 有 

(和 名) = (V61) » 2+ él » (VEs). 

4. 试 求 曲 率 和 找 率 均 为 常数 的 空间 曲线 . 

5. 证 明 曲 线 的 曲率 和 挠 率 成 比例 当 且 仅 当 存在 一 个 常 向 量 与 
曲线 的 切 向 量 成 定 角 . 

6. 设 凸 曲面 上 无 重量 的 柔 索 不 可 伸 长 ,两 端 拉 紧 .已 知 柔 索 与 
曲面 光滑 接触 , 试 证 柔 索 的 平衡 状态 是 曲面 的 测 地 曲线 . 

7. 试 证 约束 在 曲面 上 的 质点 做 惯性 运动 的 轨迹 是 测 地 曲线 . 

8. 当 曲面 的 第 一 标 形 为 =XCu,w)[(dw)? 十 (dv)*] 时 , 求 曲 面 
上 的 联络 系数 和 Gauss 曲率 . 

9. 试 计 扣 族 竺 丙 面 的 风 个 标 形 的 系数 ,并 玉 西 个 主 肌 ， 


2 
i 
它 的 Lamé 系数 H,. 
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11. 设 三 族 曲 面 p(z,y,z) 一 ci,%Czyyyz) 一 cz X(T,Y,z) = 
是 相互 正 交 的 ,求证 它们 的 交 线 是 曲面 上 的 曲率 线 . 

12. 试 证 封闭 的 光滑 曲面 上 一 定 存 在 椭圆 点 . 

13. 设 三 维 空间 中 刚体 绕 z 轴 旋转 0 角 , 试 求 其 变换 矩阵 . 

14. 试 证 第 13 题 的 变换 构成 843, RR ) 的 一 个 单 参数 子 群 ,并 
写 出 其 切 空间 (在 单位 元 处 ). 

15. 试 证 曲线 r==r(s) 处 于 半径 为 R 的 球面 上 的 充分 必要 条 件 


是 : 
2 = 1 1 de 
和 [1+ (Gs 中) 上 
16. 试 证 曲面 z= 二 f(z,y) 的 平均 曲率 为 
过 gradf 
本 Ms rs) 

17. 已 知 曲面 的 度量 二 次 型 为 ds* 二 Hidw* 十 Hidv*. 设 有 一 以 
它 为 中 面 ,厚度 为 h 的 弹性 薄 壳 , 试 导出 它 的 平衡 方程 ,以 中 面 位 
移 表示 变形 分 量 和 弹性 关系 . 

18. 给 出 FU2, RR ) 的 全 部 单 参数 子 群 . 
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83.1 流 形 
一 、 流 形 的 定义 
流 形 (manifold) 的 概念 是 欧 氏 空间 的 推广 ,同时 它 也 是 第 二 章 
中 我 们 所 考虑 的 曲线 和 曲面 的 抽象 


粗略 地 说 , 流 形 .人 是 这 样 的 空间 , 它 的 每 一 点 的 邻 域 像 欧 氏 空 
间 , 但 这 样 的 说 法 是 不 能 作为 流 形 的 定义 的 ,许多 概念 需要 明确 . 
严格 来 说 , 流 形 的 定义 要 涉及 许多 拓扑 学 中 的 概念 . 我 们 在 这 里 并 
不 打算 讨论 最 一 般 的 拓扑 流 形 , 因 此 ,下 面 先 给 出 流 形 的 定义 , 然 
后 对 其 中 的 概念 再 进行 一 些 必要 的 说 明 . 

定义 3.1 设 .是 Hausdorff 空间 . 若 对 任意 一 点 xE .4, 都 有 
x 在 .中 的 一 个 邻 域 WW 同 胚 于 维 欧 氏 空间 6" 中 的 一 个 开 集 , 则 
称 A 是 一 个 n 维 流 形 . 

有 必要 对 定义 中 出 现 的 名 词 作 一 些 简单 的 解释 . 首先 , 邻 域 的 
定义 取决 于 空间 的 拓扑 结构 . 在 我 们 所 遇 到 的 通常 的 拓扑 中 ,可 以 
利用 距离 空间 中 的 距离 来 定义 一 个 点 的 邻 域 . 对 于 一 个 抽象 集合 
兄 任 给 x*,yE 儿 如 果 非 负 实 函数 d(x,y) € 民 满 足 如 下 三 个 条 件 : 

(1) 正定 性 : d(x,y) 之 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 x 二 y 时; 

(2) 对 称 性 : d(x,y) 二 d(y,x); 

(3) 三 角 不 等 式 : VzE% 有 d(x,z) 人 d(x,y) 十 d(y,7z)， 
则 称 d(x,y) 为 7 中 两 点 的 距离 . 定义 了 距离 的 集合 称 为 距离 空间 
(简称 空间 ). 
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对 于 同一 集合 ,距离 的 定义 是 不 唯一 的 . 如 在 6" 中 ,对 任意 的 
两 点 x,y, 下 面 的 函数 均 可 作为 距离 的 定义 : 


di(x,y) =, | D(x: —y)’, 
i=1 


di(x,y) = max{ |z' — y'|}, 
lSi<n 
_ di(x,y) 
dp TF 


在 距离 空间 中 ,一 点 的 邻 域 定义 为 空间 中 到 该 点 的 距离 小 于 
某 一 给 定 的 正 实数 的 点 的 集合 ,并 且 这 个 定义 应 与 距离 函数 的 选 
取 是 无 关 的 . 

其 次 的 问题 是 开 集 . 开 集 x 是 指 空 间 的 子 集合 , 且 x 中 每 一 点 
的 某 一 邻 域 完 全 包含 在 集合 x 中 . 同样 这 个 定义 也 应 与 定义 邻 域 
的 距离 函数 是 无 关 的 . 

明确 了 邻 域 与 开 集 以 后 ,就 要 谈 到 同 胚 映射 的 概念 . 同 胚 映射 
是 一 种 拓扑 学 的 等 价 关 系 ,两 个 空间 同 胚 是 指 存在 一 个 一 一 的 、 映 
上 的 连续 映射 , 且 其 逆 映 射 也 是 连续 的 . 同 胚 映射 中 的 连续 性 是 
指 : 映射 像 集中 的 任意 开 集 的 原 像 也 是 开 集 . 

连续 映射 保持 了 流 形 上 各 点 的 邻近 性 ,而 同 胚 映射 则 进一步 
要 求 在 映射 过 程 中 不 同 的 点 映射 为 不 同 的 点 ,并 且 不 会 产生 新 的 
点 .对 同 胚 映射 的 一 种 直观 的 比拟 是 将 流 形 想象 为 用 橡皮 做 成 的 ， 
可 以 任意 拉 伸 、 弯 曲 , 但 不 允许 撕 裂 (一 分 为 二 ) ,也 不 允许 把 不 同 
的 点 黏合 在 一 起 ( 合 二 为 一 ). 

在 同 胚 映 射 下 保持 不 变 的 性 质 为 拓扑 性 质 . 如 开 集 .收敛 序 
列 、 紧 致 性 .分 离 性 .连通 性 等 都 是 拓扑 性 质 . 对 同 胚 映射 的 进一步 
了 和 解 可 参看 有 关 拓扑 学 的 书籍 . 

最 后 需要 说 明 的 是 Hausdorff 空间 . 

定义 3.2 Hausdorff 空间 是 这 样 的 空间 ,其 中 的 任意 不 同 两 
点 a,b 之 间 均 有 不 相交 的 邻 域 , 即 存 在 开 集 久 与 %,aE 双 ,5E 
% ,使 得 
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UNW%=. 
在 流 形 的 定义 中 强调 流 形 是 一 个 Hausdorff 空间 ,就 强调 了 流 
形 的 可 分 性 ,这 使 得 流 形 中 连接 任意 两 点 的 连 线 可 无 限 细 分 . 描述 
空间 的 可 分 性 有 许多 不 同 的 说 法 ,我 们 这 里 采用 的 是 最 常用 的 
一 种 . 
具有 通常 拓扑 结构 的 实数 域 是 一 种 Hausdorff 空间 . 在 以 后 的 
讨论 中 我 们 所 涉及 的 空间 均 假 设 是 Hausdorff 空间 . 
在 明确 了 定义 3. 1 中 的 几 个 名 词 以 后 ,下 面 我 们 举 些 简单 的 
例子 来 说 明 流 形 的 概念 . 例如 : 
(1) 圆 是 一 个 一 维 流 形 , 记 做 多 . 
(2) 二 维 平 面 上 所 有 带 交 点 的 曲线 均 不 是 一 维 流 形 ,因为 在 交 
点 的 邻近 是 不 可 能 同 胚 于 一 条 直线 的 . 
(3) 三 维 空间 中 的 二 维 球面 是 一 个 二 维 流 形 , 记 做 7?. 
(4) 三 维 空间 中 锥 面 A 二 {(z,y,z): 十 y= 二 zx} 不 是 流 形 ， 
因为 在 原点 附近 它 不 同 胚 于 一 平面 . 但 半 锥 面 
AM*={(z,y,2): T+y =z ,zx 志 0) 
则 是 一 个 二 维 流 形 . 


二 、 流 形 上 的 坐标 


在 讨论 流 形 上 的 坐标 之 前 , 先 明确 一 些 n 维 欧 氏 空间 8" 中 的 
函数 分 类 . 设 f 是 定义 在 开 集 VC6" 上 的 实 值 函 数 . 如 果 f 的 所 有 
直到 阶 的 偏 导数 都 存在 并 且 是 连续 的 , 即 f 是 r 次 连续 可 微 的 ， 
则 称 /是 C" 类 的 ,这 里 -~ 是 正 整数 . 如 果 f 有 任意 阶 的 连续 偏 导 
数 , 则 称 f 是 C” 类 的 . 如 果 了 在 处 中 每 一 个 点 的 邻 域 均 能 表 成 收 
剑 的 寡 级 数 , 即 f 是 解析 的 , 则 称 上 是 C" 类 的 . 

为 了 对 流 形 上 的 函数 和 张 量 场 进行 微分 运算 ,可 在 流 形 上 引 
进 坐标 系 . 由 流 形 的 定义 ,在 维 流 形 .人 的 开 集 与 多 中 的 开 集 之 间 
存在 同 胚 映射 ,因此 可 利用 该 同 胚 映 射 来 建立 流 形 A 上 的 局 部 坐 
标 系 . 
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设 4% 是 流 形 KA 上 任 一 点 的 一 个 令 域 , 同 胚 映射 为 
pr: U— PW CE ， (3.1.1) 
这 里 ps( 科 是 命中 的 开 集 . 因为 ps 是 同 胚 映射 ,对 任意 一 点 PE 4， 
可 以 把 wu(P)E 6" 的 坐标 定义 为 p 点 的 坐标 
P= [pp)] Gi= 1,,n). (3.1.2) 
称 p'(i 二 1,…,n) 为 流 形 上 p 点 的 局 部 坐标 ,而 (%V, gs) 则 称 为 流 形 
A 上 的 坐标 卡 或 局 部 坐标 系 . 
一 方面 ,n 维 流 形 .人 局 部 与 6@ 同 胚 ; 另 一 方面 ,一 般 不 能 将 整 
个 流 形 A 与 6" 的 开 集 同 胚 . 例如 ,二 维 球面 至少 需 用 两 个 同 胚 
于 如 的 开 集 来 覆盖 . 若 整个 流 形 .WK 需 用 一 族 开 集 { 勾 } 来 覆盖 : 


U % oh, (3.1.3) 
则 开 集 族 { 纹 } 称 为 流 形 的 开 覆 盖 , 而 所 有 的 坐标 卡 的 集合 
A= {(U,9,))} (3.1.4) 


称 为 流 形 的 坐标 卡 集 . 
设 (%,pa) 与 (%9py) 是 坐标 卡 集 x 中 的 两 个 坐标 卡 , 若 UY 关 
个 , 则 ras(C2nY) 与 p,(U 站 Y) 是 外 中 的 两 个 非 空 开 集 ,并 且 映 射 
pro Pat: pa UN YN > pAUNY) (3.1.5) 
建立 了 这 两 个 开 集 之 间 的 同 胚 映射 ,其 着 映射 是 we9gy . 由 于 上 述 
映射 是 从 6" 的 开 集 到 另 一 个 开 集 之 间 的 映射 ,因此 用 坐标 卡 表示 
时 它们 分 别 为 6" 的 开 集 上 的 n 个 实 值 函 数 : 
y= f(r ,7) = [Lp,° goa) yz) 了 于， 
Re (3.1.6) 
2 一 gi(y sy") = [Cp o G7 Cy ,ys 
(ys) EAN Y), 
并 且 由 于 同 胚 映 射 的 性 质 , 广 与 g'(i 二 1,2,…,n) 是 互 逆 的 连续 
函数 . 
我 们 称 两 个 坐标 卡 (%V,gs) 与 (Y,q,) 是 C* 相 容 的 ,如 果 2 性 
各 ,或 者 当 UN Y 尖 OI 时 ,了 与 g' 都 是 C* 的 . 
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有 了 流 形 上 的 坐标 卡 及 其 坐标 卡 相 容 性 的 定义 ,下 面 我 们 来 
介绍 流 形 上 的 微分 结构 这 一 概念 . 流 形 上 的 微分 结构 体现 了 流 形 
的 开 覆 盖 中 各 开 集 是 如 何 黏 结 在 一 起 的 ,揭示 了 流 形 整体 的 平滑 
程度 . 

定义 3.3 设 A 是 一 个 n 维 流 形 .如果 流 形 KL 上 给 定 一 个 坐 
标 卡 集 x 二 {(4 ,gq,)) ,满足 : 

(1) { 包 } 为 A 的 一 个 开 覆 盖 ; 

(2) x 中 任意 两 个 坐标 卡 是 C* 相 容 的 ; 

(3) 是 极 大 的 , 即 ; 如 果 (q,g) 是 4 的 一 个 举 标 卡 ,并 与 x 
中 每 一 个 坐标 卡 均 为 C* 相 容 , 则 (%V,q) 必 属于 风 ， 

则 称 x 是 的 一 个 C 微分 结构 . 

若 流 形 XK 上 给 定 了 一 个 C' 微分 结构 , 则 称 K 是 C* 微分 流 
形 , 简 称 为 C* 流 形 . 若 流 形 .A 上 给 定 一 个 C” 微 分 结构 , 则 称 .4 为 
光滑 流 形 或 微分 流 形 . 当 KH 上 给 定 了 一 个 C* 微 分 结构 时 , 流 形 A 
称 为 实 解析 流 形 . 我 们 主要 讨论 光滑 流 形 , 因 此 以 后 常 把 光滑 流 形 
简称 为 流 形 . 

在 光滑 流 形 上 ,定义 光滑 函数 是 有 意义 的 . 设 了 是 定义 在 光滑 
流 形 XA 上 的 实 值 函 数 . 若 点 PE .W, 坐 标 卡 (4%,8ax) 是 A 上 包含 点 p 
的 坐标 卡 , 则 f。gs' 是 定义 在 "中 开 集 ps (WD 上 的 实 值 函数 . 如 果 
函数 jp7 在 点 pu(p)E6" 是 C” 的 , 则 称 函 数 了 在 点 PE. 是 
C” 的 . 

上 述 定义 的 函数 f 在 点 pE€ A 的 光滑 性 与 坐标 卡 的 选择 是 无 
关 的 .事实 上 , 若 (%g,) 也 是 包含 点 p 的 坐标 卡 , 则 WN 站 "如, 且 

f°op = (fo gpa) ° (py° py ). (3.1.7) 
因为 p,*p，' 是 光滑 的 ,因此 产 p， 与 f*gps' 在 对 应 点 上 的 光滑 性 
是 等 同 的 . 

若 7 了 在 奴 中 是 处 处 C “的 , 则 称 了 是 .人 上 的 光滑 函数 . A 上 全 
体 光 滑 函 数 记 做 C™ (-40. 

光滑 函数 实际 上 是 定义 在 光滑 流 形 .4 与 实数 集中 之 间 的 光滑 
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映射 . 推 而 广 之 ,可 以 定义 两 个 光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 . 

定义 3.4 设 了 是 光滑 流 形 如 到 另 一 个 光滑 流 形 上 的 连续 
映射 , 妈 是 m 维 的 ,NW 是 n 维 的 .车 对 于 PE A, 存 在 点 了 的 坐标 卡 
(9,9a) 和 点 f(p) 的 坐标 卡 (Yyy) ,使 得 映射 

gr ° fo pa: pa D> pr 
在 点 gutp) 上 是 C” 的 , 则 称 映射 在 点 p 是 C” 的 . 若 映 射 f 在 A 
的 每 一 点 都 是 C” 的 , 则 称 f 是 从 A 到 .NW 的 光滑 映射 . 

当 光 滑 流 形 LA 和 WW 的 维 数 相同 , 且 7 为 同 胚 映射 时 , 若 进一步 
假设 f 是 光滑 映射 , 则 称 f 为 流 形 XK 与 之 间 的 微分 同 胚 映射 ， 
而 称 光滑 流 形 .信和 .是 微分 同 厦 的 . 

最 后 介绍 两 个 流 形 的 乘积 流 形 的 概念 . 

定义 3.5 设 .从 和 愉 是 两 个 光滑 流 形 , 双 和 人 风 的 坐标 卡 集 分 
别 为 { 人 ,po.} 和 {%%, 加 ), 则 A 和 WW 的 乘积 空间 上 的 坐标 卡 集 

{WU X % ,gp, X yp} 
决定 的 光滑 微分 结构 使 Ax 为 m 十 n 维 光滑 流 形 , 称 为 如 入 
的 乘积 流 形 . 
乘积 流 形 到 各 乘积 因子 有 自然 的 投影 : 
I: MxN—> AM; Il: Mx Nh. 
因此 yp, X ys 也 可 记 做 
p X= 9 °° IH: MAxN>E"™,. 

例如 ,三 维 空间 中 的 圆柱 面 是 乘积 流 形 9 x 6 ,二 维 环 面 则 是 
乘积 流 形 91 x 9 = 了 本 . 

为 了 方便 大 家 对 坐标 卡 集 有 一 个 直观 的 印象 ,下 面 我 们 对 二 
维 球面 写 出 坐标 卡 集 . 

对 于 二 维 球面 

Fi= {(r,ysz): Ty 二 xz = 1}, 
可 用 两 个 开 集 覆盖 之 : 
4 一 {(zyz): THY = 1,z#—1} = F\{(0,0, — 1)}, 
| geN{(0,0,1)}. 
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gr: (Ty,z) 一 (TT)= (Ww ,0), 


Ps (yD (TT )= (uw ,vw) 


为 球 极 平面 投影 映射 ,它们 建立 了 带 孔 球面 & 和 与 平面 之 间 
的 同 胚 映射 . 容易 证 明 (w ,vw' ) 与 (ww ,vw ) 之 间 的 函数 关系 是 解析 
的 ,因此 上 述 微分 结构 组 成 的 9 是 解析 流 形 . 


§ 3.2 流 形 的 切 空间 


在 第 二 章 中 我 们 讨论 了 欧 氏 空间 中 子 流 形 的 切 空间 ,如 曲线 的 
切线 ,曲面 的 切 平面 等 . 在 讨论 变换 群 的 时 候 ,还 给 出 了 变换 群 与 其 
切 空 间 之 间 的 指数 映射 . 从 这 些 讨论 我 们 看 到 ,一 旦 清楚 了 曲面 上 一 
点 切 平面 的 性 质 ,那么 这 一 点 的 度量 性 质 也 就 清楚 了 . 同样 ,曲面 的 
弯曲 性 质 也 取决 于 曲面 上 相 邻 点 的 切 平面 变化 . 确切 一 点 说 , 流 形 上 
一 点 的 邻近 都 可 以 用 其 切 空 间 来 近似 . 为 此 ,这 一 节 中 我 们 引进 流 形 
的 切 空间 和 余 切 空间 . 


一 、 切 空间 与 切 丛 


为 了 讨论 流 形 的 切 空间 , 先 要 定义 流 形 上 的 曲线 . 取 全 中 的 一 

个 开 区 间 4 二 (a;8), 则 从 WW 到 流 形 .人 上 的 一 个 光滑 映射 
f: (a,b)—>AH (3.2.1) 

称 为 流 形 KX 上 的 一 条 参数 曲线 (简称 曲线 ). 

在 欧 氏 空间 合 中 ,向 量 是 有 意义 的 . 对 于 微分 流 形 W 我 们 没有 
一 般 地 定义 向 量 ,因此 首要 的 问题 是 在 流 形 上 引入 切 向 量 的 概念 . 

§ 3. 1 中 我 们 引入 了 流 形 上 的 光滑 ( 实 ) 函 数 ,它们 是 与 流 形 上 
的 坐标 选取 无 关 的 . 显然 , 流 形 . 尺 上 的 全 体 光 滑 函 数 的 集合 F(X) 
构成 实数 域 上 的 代数 . 对 于 流 形 LA 上 的 任 一 点 p, 记 在 点 p 的 邻 域 
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上 的 全 体 光滑 函数 的 集合 为 (如 .可 以 利用 作用 在 和 (A 如上 的 
线性 微分 算 子 来 定义 流 形 A 上 过 点 p 的 切 向 量 . 

对 微分 流 形 AK, 作 一 条 经 过 点 p 的 光滑 曲线 x (2) ,无 妨 设 
x(0) 二 p, 利 用 这 条 曲线 我 们 就 可 以 选 定 过 点 p 的 一 个 确定 的 切 
向 量 . 

对 于 任意 给 定 的 光滑 函数 f€ (从 ,将 此 函数 限制 在 光滑 曲 
线 x(t) 上 ,可 以 得 到 关于 参数 :的 一 个 光滑 函数 f(x(z)) ,该 函数 在 
点 了 沿 曲 线 的 变化 率 为 


X,f = $f (xD) 本 (3.2.2) 


一 般 地 ,我 们 将 作用 在 任意 光滑 函数 上 的 线性 微分 算 子 


d 


和 一 了 |， (3.2.3) 


定义 为 切 于 流 形 的 一 个 切 向 量 . 实际 上 ,如 此 定义 的 切 向 量 是 6" 中 
方向 导数 的 推广 . 
车 在 流 形 .人 上 点 p 的 邻 域 中 选取 了 局 部 坐标 x 一 (x! ,zx?，…， 
x") ,这 时 (3. 2. 2) 式 可 表示 为 
_ dz of 
Xf = 时 |. (3.2.4) 
若 我 们 选取 过 点 p 的 曲线 为 x’ 二 1, 即 坐标 线 xz , 则 得 到 沿 坐 标 线 
的 切 向 量 gj 一 327. 由 (3.2.4) 式 知 ,过 点 p 沿 任意 确定 方向 的 切 向 
量 为 {9;) 的 线性 组 合 . 集合 {3) } 称 为 切 向 量 X, 在 局 部 坐标 系 中 的 
基底 ,而 至 | 则 称 为 X, 在 该 局 部 坐标 系 中 的 分 量 . 


由 上 面 的 定义 我 们 注意 到 , 切 向 量 X, 是 与 局 部 坐标 系 无 关 
的 ,其 分 量 与 基底 则 与 局 部 坐标 的 选取 有 关 . 如 选 定 新 的 局 部 坐标 
系 {z"), 则 有 


_ Or’ dO dz 

Or Taz dr az7 de’ 
和 (3.2.5) 

3 = 92’3,, dz" az dz 

" Bz’’” dt ar dt 
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这 就 是 切 向 量 的 基底 和 分 量 在 坐标 变换 下 的 规律 . 注意 到 这 些 规 
律 与 第 一 章 所 讨论 的 n 维 线性 空间 中 向 量 的 变换 规律 是 一 致 的 . 
上 面 我 们 利用 通过 点 p 的 曲线 x (z) 定 义 了 沿 曲 线 的 切 向 量 
X,; 反 过 来 ,对 于 给 定点 p 的 任 一 线性 组 合 
Y=70, Wj) € RND, (3.2.6) 
可 以 证 明 它 必 为 某 一 过 点 p 的 曲线 的 切 向 量 , 即 流 形 .人 的 切 向 量 . 
如 ,可 选 曲 线 
I' = (Pp)+T Nt, (3.2.7) 
显然 该 曲线 的 切 向 量 就 是 (3. 2. 6) 式 . 
过 流 形 A 上 点 p 的 所 有 切 向 量 的 全 体 构 成 流 形 A 在 点 p 的 
切 空间 1(. 从 .在 多 (. 人 中 可 定义 向 量 的 加 法 (对 应 局 部 坐标 中 分 
量 相 加 ) 和 向 量 的 数 乘 ( 分 量 乘 同一 实数 ) ,并 且 可 以 证 明 {3;} 是 线 
性 无 关 的 ,同时 还 是 极 大 的 . 因此 流 形 A 上 点 p 的 切 空间 9,( 如 为 
n 维 线性 空间 . 
由 于 流 形 上 的 任 一 点 可 定义 一 切 空间 ,我 们 将 流 形 AK 上 所 有 
点 的 切 空间 的 并 集 


TW = HW (3.2.8) 


PE 人 


称 为 流 形 人 的 切 丛 . 

切 丛 了 CO 是 一 个 2n 维 的 空间 ,并 且 是 一 个 流 形 . 在 每 一 个 局 
部 F(A) 是 如 和 7,(. 从 的 直 积 ,但 整体 上 看 却 不 是 ,因为 不 同 点 的 切 
向 量 之 间 是 没有 关系 的 , 切 从 与 流 形 人 之 间 存 在 一 个 自然 的 投影 
关系 : 

HI: TIM)—> AM, (p,X,)r- p. (3.2.9) 
因此 如 果 将 切 向 量 X 看 做 是 定义 在 点 的 一 根 “ 纤 维 ” 的 话 ,点 p 
就 是 这 根 “纤维 "的 “ 根 ” 

有 了 切 空 间 与 切 丛 的 概念 ,可 以 定义 流 形 上 的 向 量 场 . 流 形 .4 
上 的 向 量 场 X(x) 又 称 为 切 从 的 一 个 截面 , 它 是 在 流 形 .从 上 每 点 
的 切 空间 (从 中 选 定 一 个 切 向 量 X, 组 成 的 . 当 给 定 流 形 上 的 坐 
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标 卡 集 以 后 ,XX(x) 可 表示 为 
X(x) 一 和 (xz)9i， (3. 2. 10) 

其 中 每 一 &*(x) 为 实 函 数 . 

流 形 A 上 的 可 微 向 量 场 X(x) 可 看 做 是 作用 在 流 形 中 全 体 光 
滑 函数 F(A) 上 的 线性 微分 算 子 , 它 满足 线性 性 质 和 微分 运算 的 
Leibniz 法 则 . 

流 形 KA 上 全 体 可 微 向 量 场 的 集合 YC(AU) 可 以 构成 实数 域 上 的 
Lie 代数 . 关于 这 一 点 将 在 第 五 章 中 讨论 . 


二 、 余 切 空间 与 余 切 从 


前 面 提 到 流 形 .KL 上 一 点 p 的 切 空间 T, (从 是 一 n 维 空间 , 按 
照 第 一 章 中 的 讨论 ,可 以 定义 该 空间 的 对 偶 空间 : 
TIM = {o: os(X ER, XEDA}. (3.2.11) 
op 称 为 流 形 HUA 上 点 p 的 一 个 余 切 向 量 . 
我 们 已 经 分 析 了 如 何在 流 形 KH 上 通过 一 条 曲线 来 选择 7 (人) 
中 的 向 量 , 下面 分 析 如 何在 了 ;:(-W) 中 选取 一 个 余 切 向 量 
op ETT» (MM). 
我 们 知道 (AU) 为 《中 点 p 的 邻 域内 全 体 光 滑 函数 的 集合 . 
设 饭 为 和 (如 的 一 个 子 集合 ,% 中 的 函数 f 称 为 在 点 p 平稳 的 ， 
如 果 满 足 : 存在 一 个 包含 点 p 的 坐标 卡 (%V,y) ,使 函数 fp 的 所 
有 各 阶 偏 导 数 在 p(P) 处 为 零 . 因此 ,对 于 (从 中 的 任意 切 向 量 
X,, 有 
KX,: % > {0}. (3.2.12) 
为 了 选 出 在 点 p 与 切 空间 和 1(. 从 对 偶 的 一 个 余 切 向 量 , 令 f€ 
(A 人 \% ,定义 线性 映射 : 
df: TM > R, X,rX,f|,ER. (3.2.13) 
此 映射 也 可 记 为 
(df,X,) = X,f. (3.2.14) 
这 样 定义 的 余 切 向 量 称 为 函数 的 全 微分 , 它 将 和 (如 中 的 任 一 元 
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素 映 射 为 实数 . 

当 在 点 p 邻 域 中 给 定局 部 坐标 系 {z'} 时 , 切 空间 多 (- 的 基底 
为 {3;). 若 令 f 为 菜 一 坐标 曲线 , 即 f==z’, 则 

(dri,0;) 一 Dizi = 0. (3; .2.15) 
因此 我 们 选择 {dzi}) 为 余 切 空间 9; (. 从 中 与 切 空 间 (如 的 基底 
{3;} 对 偶 的 基底 . 显然 {dz’} 是 n 个 极 大 线性 无 关 的 余 切 向 量 . 而 对 
VfEF(AMD\% ,有 
(df,ai) = 3:f = (dri ,0;)9,f， 


即 有 
df = dri. (3.2.16) 
rr’ 
这 也 就 是 为 什么 余 切 向 量 是 函数 的 全 微分 . 


我 们 知道 ,7 ;(. 从 中 任 一 余 切 向 量 @ 可 表示 为 基底 {dz' } 的 线 
性 组 合 ; 
0 = aidzx', (3.2.17) 
这 里 ai 为 ”个 任意 光滑 实 函数 ,不 一 定 为 某 函 数 f 的 偏 导数 .o 对 
多 (人 中 一 切 向 量 X=&'9; 的 作用 为 
(gs,X) = ait'. (3.2.18) 
可 以 看 出 ,上 述 关于 余 切 空间 及 余 切 向 量 的 讨论 均 平行 于 第 
一 章 中 关于 向 量 空间 的 对 偶 空间 及 对 偶 向 量 的 讨论 ，. 
同 流 形 丸 的 切 从 7(U) 的 引进 一 样 ,我 们 可 以 引进 流 形 A 上 
的 余 切 从 为 
TW = Ti. (3.2.19) 


PE 


显然 余 切 从 也 是 一 个 2n 维 的 流 形 . 
余 切 向 量 场 定义 为 余 切 从 7 “人 上 的 一 个 截面 , 即 在 流 形 A 
上 每 一 点 了 给 出 一 个 余 切 向 量 g, E97;( 们 . 当 在 点 p 的 邻 域 选 定 
局 部 坐标 x 二 (zx! ,… ,zx") 时 , 余 切 向 量 场 表示 为 
Ox) = oi(x)dr'’, oi(x)EF(NM. (3.2.20) 
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可 微 余 切 向 量 场 又 称 为 线性 微分 形式 , 下 一 章 中 我 们 将 讨论 它 . 
olx) 的 全 体 一 般 记 做 2(. 从 . 

这 里 需要 着 重 指出 的 是 , 余 切 空间 虽然 与 切 空间 线性 对 偶 , 代 
数 上 是 同 构 的 ,但 在 流 形 上 , 切 向 量 场 与 余 切 向 量 场 有 显著 的 不 
同 ,主要 表现 在 其 分 析 性 质 上 . 

切 向 量 场 与 余 切 向 量 场 均 是 流 形 上 与 坐标 无 关 的 量 , 在 坐标 
变换 时 ,其 分 量 的 变换 规律 与 第 一 章 中 关于 向 量 的 变换 规律 是 一 
样 的 . 


三 、 流 形 上 的 张 量 


类 似 于 第 一 章 中 张 量 的 引进 ,对 于 线性 空间 (从 及 其 对 偶 
空间 《从 ,可 以 定义 其 上 的 张 量 KK 为 一 个 多 重 线 性 函数 : 
K: FT) (AMA ,Ty A TAM, IAM > R, 


个 :个 
G1(p) Or (Pp) (ar ,XER. 

(3.2.21) 
由 (3. 2. 21) 式 表示 的 张 量 天 称 为 流 形 .人 上 点 p 的 (r,s) 阶 张 量 . 所 
有 第 一 章 中 关于 张 量 的 代数 性 质 的 讨论 均 可 平行 地 移 到 流 形 中 的 

张 量 上 来 进行 .= 维 流 形 KA 上 点 p 的 全 体 (r,s) 阶 张 量 组 成 一 

nm"*! 维 的 线性 向 量 空 间 , 记 做 5'(p). 

同 切 从 和 余 切 从 的 定义 一 样 , 流 形 A 上 各 点 的 了;(p) 的 并 集 

TM = (Fp) (3. 2. 22) 


PE 


称 为 流 形 KA 上 的 (r,s) 阶 张 量 从 . 而 (r,s) 阶 张 量 场 K(x) 则 定义 为 
9 (的 一 个 截面 . 

有 了 张 量 场 的 定义 ,结合 流 形 上 的 局 部 坐标 卡 , 则 第 二 章 中 关 
于 张 量 的 绝对 微 商 的 讨论 也 可 以 移 到 这 里 来 . 不 过 在 这 里 ,我们 并 
未 引进 流 形 上 的 度量 ,因此 绝对 微 商 是 取决 于 流 形 上 的 联络 系数 
的 , 即 在 流 形 上 还 应 预先 给 定 一 个 附加 的 结构 Ps (T5 是 A 上 的 
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个 函数 ,在 流 形 上 的 局 部 坐标 中 ,坐标 变换 时 满足 第 二 章 中 给 出 的 
坐标 变换 关系 (2. 1. 21) 式 ). 


§ 3.3 子 流 形 与 Riemann 流 形 


一 、 流 形 间 光 滑 映 射 的 诱导 映射 


设 有 m 维 光滑 流 形 KA 和 维 光滑 流 形 ., 而 下 是 由 A 到 WW 的 
一 个 光滑 映射 . 由 于 光滑 流 形 上 的 点 与 其 切 空 间 和 余 切 空 间 均 是 
一 一 对 应 的 ,因此 由 映射 可 以 诱导 出 两 个 流 形 上 对 应 点 的 切 空 
间 及 余 切 空间 的 两 个 映射 . 下 面 我 们 就 来 讨论 这 两 个 诱导 映射 的 
定义 及 性 质 . 

设 F: 人 =. pE.Wr=g= 下 (pP)E., 我 们 可 利用 此 映射 将 点 p 
的 切 空间 和 点 4 的 切 空间 联系 起 来 . 设 关 E (从, 则 在 点 p 的 局 
部 坐标 x 中 ,有 


,X= = oy 
F.:X “| FX= 8 1 


i 3.1) 
这 里 y 是 点 q 的 局 部 坐标 ;i 从 1 到 m 约定 求 和 ,而 从 1 到 nn 约 
定 求 和 . 下. 称 为 映射 正 的 切 映 射 . 从 (3. 3.1) 式 可 看 出 , 切 映射 下 . 
将 9 人 映射 到 7%( 们 ,即将 相应 的 切 空间 对 应 . 
流 形 间 的 光滑 映射 还 可 诱导 出 余 切 空间 的 拖 回 映射 : 
PN) 一 了 (0. 
对 任 给 了。(W ) 中 的 余 切 向 量 ecE3， (W ) ,在 局 部 坐标 中 有 
下 :5 一 akdyEI (NF FG = alF(x)) dr €7; (M0). 


(3. 3.2) 
可 以 证 明 , 切 映射 F. 和 拖 回 映射 F* 均 是 线性 映射 . 拖 回 映射 F* 
还 可 以 推广 到 流 形 上 余 切 空间 中 的 外 形式 ( 反 称 的 协 变 张 量 ) 上 ， 
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这 一 点 在 以 后 讨论 外 微分 时 会 进一步 说 明 . | 

另外 , 切 上 映射 与 拖 回 映射 之 间 是 互 为 对 偶 的 , 即 对 于 任 给 XE 
(人 和 oEI2(NW), 有 

(F'g,X), = (g,F.X),rp. (3. 3.3) 
注意 上 式 两 端 为 不 同 流 形 上 的 函数 : 
(F'o,X)EHM, (lg,F.XEFN), 

但 它们 在 对 应 点 =F(P) 上 的 函数 值 是 相同 的 . 

最 后 定义 映射 下 的 秩 . 在 点 p 的 局 部 坐标 卡 (V,g) 和 点 4 一 
F(p) 的 局 部 坐标 卡 (Y,y) 中 ,函数 

y° Feg!: pg(WER" YY ER" 

的 Jacobi 和 矩阵 的 秩 称 为 映射 在 点 p 的 秩 . 显然 这 样 定义 的 秩 也 
就 是 线性 空间 下 .( 和 (从 )C7(W) 的 维 数 . 

二 、 子 流 形 

在 第 二 章 中 我 们 曾 定义 过 欧 氏 空间 的 子 流 形 . 用 流 形 的 语言 
来 说 , 欧 氏 空间 的 子 流 形 实 际 上 是 它 的 一 个 子 集 , 这 个 子 集 的 每 一 
个 局 部 开 集 都 与 男 一 个 低 维 欧 氏 空间 中 的 开 集 同 胚 . 类 似 这 个 方 
法 ,这 里 我 们 来 引进 子 流 形 的 概念 . 

定义 3.6 设 人 和 W 分 别 是 m 维和 n 维 光滑 流 形 . 若 存 在 光 
滑 映 射 正 : U->.W, 使 得 

(1) 对 VpE UA, 映射 下 均 为 满 秩 的 , 即 rank(F) 二 mn, 则 称 
FF 是 A 在 W 中 的 一 个 漫 入 ,而 称 .K 在 下 为 W 的 一 个 漫 入 子 流 
形 , 记 为 (下 ,-0. 

(2) 映射 下 为 满 秩 的 条 件 下 是 单一 映射 , 则 称 下 是.K 在 中 
的 一 个 左 入 , (FE,.V) 为 的 一 个 嵌入 子 流 形 . 

(3) 当下 是 嵌入 ,并 且 下: .人 >F(CLCW 还 是 同 胚 映射 时 , 则 
称 下 为 W 在 中 的 正则 获 入 ,而 称 .WK 在 下 下 为 的 正则 子 流 形 ， 
记 为 (F,. 人 0. 

浸入 在 局 部 是 单一 的 映射 (这 一 点 由 满 秩 决定 ) ,但 在 大 范围 
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则 不 一 定单 一 . 因此 , 浸 人 子 流 形 和 媒人 子 流 形 的 区 别 在 于 像 集 
F(A) 在 W 中 是 否 有 自 交 点 ,而 正则 嵌入 与 嵌入 的 区 别 在 于 映射 下 
的 逆 映 射 是 否 连续 . 

定义 3. 6 看 起 来 十 分 抽象 ,下 面 举 几 个 例子 来 使 我 们 的 概念 
具体 化 . 

例 1 光滑 流 形 W 的 任意 开 子 集 K 在 赋予 了 与 W 相 同 的 微分 
结构 以 后 成 为 一 个 与 人 维 数 相同 的 光滑 流 形 . 设 (Y,g) 是 的 一 个 
坐标 卡 , 则 (UN A,g) 给 出 了 的 一 个 坐标 卡 , 因 此 从 也 是 一 个 ” 
维 光滑 流 形 . 这 时 若 令 映射 A->W 为 恒 等 映射 ,即将 仅 中 的 点 
映射 到 WW 中 与 丸 中 点 相同 的 点 , 则 (F,A) 成 为 W 的 一 个 正则 嵌入 
子 流 形 , 这 个 子 流 形 也 称 为 /的 开 子 流 形 . 

例 2 设 (F,U) 是 光滑 流 形 WW 的 一 个 嵌入 子 流 形 .车 

(1) F(AWU) 是 WW 的 一 个 闭 子 集 ; 

(2) 对 于 Vg€F( 从 ,存在 坐标 卡 (Y,y) ,使 得 在 F(AMU)NY 中 
点 的 坐标 (2 ?满足 

y= =y =0, 
则 称 (F,W) 是 W 的 一 个 m 维 闭 子 流 形 . 
闭 子 流 形 很 多 . 如 单位 球面 7”"C6" "及 其 恒 等 映 射 
F: 9" 一 下 (9") = J"C 6™+ 
给 出 了 R”" "中 的 一 个 闭 子 流 形 . 闭 子 流 形 一 定 是 正则 的 . 
例 3 令 了 下 : 6 一 6 ,使 得 对 YitE 人 有 


FCD = (2cos(: ), sin2( 3))， (3. 3.4) 


则 (F,@') 是 如 的 一 个 浸入 子 流 形 , 但 不 是 嵌入 子 流 形 . 因为 映射 下 
的 Jacobi 矩阵 为 


全 2sin{(: 一 至 )， 2cosz(: 一 至 ))， 
对 任意 的 上 它 的 秩 均 为 1, 同 时 (2&xr,2( 十 1)x)C6! 对 任意 的 都 
映射 到 8 中 同一 区 域 . 
例 4 令 下 : 81 一 6 ,使 得 对 ViE 人 有 
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FE = (2cos (2tan't 二 于)， sin2(2tant 十 于) )， 


(3. 3.5) 
则 CF,61) 构 成 了 6 的 一 个 嵌入 子 流 形 . 首先 该 映射 的 Jacobi 和 矩 
阵 为 


全 Te sin (2tant 十 各 )， I 十 Teos2 (2tam t 和 站 地- #))， 
对 于 任意 的 上 它 的 秩 均 为 1; 其 次 tan-1t€ (一 豆 , 子 ), 因 而 FCD) 是 


整体 的 单一 映射 . 

例 5 设 从 外 到 圆 环 面 区 的 光滑 映射 王将 映射 为 7? 上 的 
等 距 螺 线 . 当 圆 环 面 的 外 周 长 与 螺 线 的 外 螺 距 人 之 比 ! :& 为 有 
理 数 时 ,F 给 出 了 从 人 到 宛 的 浸入 ;而 当 /! :为 无 理 数 时 ,F 给 出 
了 从 到 了 有 7 的 嵌入 .但 这 时 的 像 集 F(8 ) 在 7 中 是 处 处 稠密 的 . 
同时 我 们 注意 到 该 嵌入 不 是 正则 插入 (其 逆 映 射 显 然 不 连续 ). 

在 讨论 子 流 形 的 时 候 , 我 们 特别 强调 映射 下 的 作用 ,这 是 由 于 
两 个 流 形 A 和 WW 之 间 的 嵌入 或 浸入 是 不 唯一 的 ,可 以 由 不 同 的 映 
射 下 来 决定 . 

对 于 正则 柑 入 及 正则 子 流 形 , 有 如 下 性 质 : 

性 质 1 设 (F,AM) 是 光滑 流 形 W 的 租 入 子 流 形 , 则 (F,A) 为 W 
的 正则 嵌入 的 充分 必要 条 件 是 (下 ,.W) 是 W 的 某 个 开 子 流 形 的 闭 子 
流 形 . 

性 质 2 设 (F,N) 是 光滑 流 形 的 嵌 和 人 子 流 形 . 若 流 形 .WK 是 
紧 致 的 (通常 紧 致 指 .人 的 任 一 开 覆 盖 存 在 有 限 子 覆盖 ), 则 下 是 .人 
到 灵 的 正则 艇 入 . 

上 面 两 条 性 质 是 通常 用 来 判断 戏 人 子 流 形 是 否 正则 的 方法 . 

在 子 流 形 的 讨论 中 ,一 个 十 分 有 兴趣 的 问题 是 : 对 于 一 个 m 
维 光滑 流 形 A, 是 否 能 找到 一 个 n(n 二 m) 维 欧 氏 空间 6" ,使 得 存在 
从 A 到 "中 的 嵌入 ? 也 . Whitney 证 明了 当 n 二 2m 十 1 时 , 嵌 人 总 
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是 存在 的 . 这 里 我 们 不 打算 证 明 它 . 这 个 结论 说 明了 尽管 流 形 的 概 
念 是 欧 氏 空间 的 非常 一 般 的 推广 ,但 最 终 仍 可 以 作为 欧 氏 空间 的 
嵌入 子 流 形 . 因此 欧 氏 空间 的 子 流 形 是 十 分 重要 的 . 


三 、Riemann 流 形 


设 A 是 m 维 光滑 流 形 ,G 是 .KL 上 的 (0,2) 阶 张 量 场 ,即将 两 个 
切 向 量 场 线性 映射 到 .UL 上 的 光滑 函数 : 
G: TAM) x TM > FM), X,Y-GXY). (3.3.6) 
定义 3.7 车 m 维 光滑 流 形 KA 上 给 定 了 一 个 光滑 的 、 处 处 正 
定 的 二 阶 对 称 协 变 张 量 场 C, 则 称 .人 为 Riemann 流 形 , 而 称 G 为 流 
形 .UA 上 的 度量 张 量 . 这 里 对 称 的 意思 是 指 G(X,Y) 二 GlY,X) ,而 正 
定 则 是 指 G(X,X) 之 0, 等 号 当 且 仅 当 天 一 0 时 成 立 . 
对 于 流 形 A 上 的 点 P, 设 局 部 坐标 为 (9%,p), 则 度量 张 量 为 
G(X,Y) = G(£'90;,790;) = G(0;,0)8'y 一 2067 ， 
(3. 3.7) 
因此 G 在 局 部 坐标 中 的 表示 为 
G= gydzr' @ dri. (3. 3. 8) 
若 度 量 张 量 只 是 对 称 . 非 退化 的 , 则 称 其 为 伪 Riemann 度量 ， 
而 称 A 为 伪 Riemann 流 形 . 
有 了 流 形 上 的 度量 , 切 向 量 的 长 度 就 可 以 由 之 定义 ,同样 一 点 
的 两 个 切 向 量 的 夹 角 也 可 以 定义 . 另外 ,对 于 流 形 上 的 曲线 段 , 可 
以 求 其 弧 长 . 这 些 量 的 定义 方式 与 第 一 、 二 两 章 所 讨论 的 是 一 
致 的 . 
一 般 地 ,一 个 光滑 流 形 上 一 定 可 以 定义 Riemann 度量 . 这 是 由 
于 流 形 的 局 部 同 胚 于 欧 氏 空间 . 关于 这 个 结论 的 证 明 ,请 参看 陈 省 
身 著 的 《微分 几何 讲义 》. 从 张 量 从 的 观点 来 看 , 流 形 上 存在 Rie- 
mann 度量 ,说 明 流 形 上 的 二 阶 协 变 张 量 丛 一 定 存在 正定 的 光 清 
截面 . 
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光滑 流 形 上 引入 了 Riemann 度量 以 后 ,第 二 章 对 欧 氏 空间 及 
其 子 流 形 的 讨论 就 可 以 平行 地 移 到 一 般 的 Riemann 流 形 上 来 . 如 
在 局 部 坐标 中 可 以 引入 标 架 的 微分 ,与 度量 张 量 对 应 的 联络 系数 ， 
以 及 流 形 上 张 量 场 的 绝对 微 商 , 等 等 . 这 些 量 的 计算 公式 与 第 二 章 
所 讨论 的 问题 是 完全 一 样 的 ,这 里 不 再 著述 . 


四 、Riemann 流 形 中 向 量 的 平行 


一 般 地 , 流 形 上 不 同 点 的 切 空间 之 间 是 不 同 的 ,因而 定义 在 不 
同 点 的 切 向 量 之 间 是 不 能 比较 的 . 但 是 在 欧 氏 空间 中 ,由 于 可 以 采 
用 一 种 统一 的 整体 坐标 ,不 同 点 上 向 量 是 可 以 判断 是 否 平行 的 . 这 
个 概念 可 以 推广 到 Riemann 流 形 上 来 . 

定义 3.8 设 7: 8 一 A 是 流 形 HU 上 的 某 一 参数 曲线 ,X(x) 是 
流 形 上 的 切 向 量 场 ,在 局 部 坐标 系 {x'} 中 ,y: zx’ 二 z(t) ,XX(x(t)) 王 


,9 
“az 二 车 


Zi Vat (z(D)|， =# (er ‘+ ra ') 


三 0， (3.3.9) 


7 


or 
则 称 切 向 量 场 X 沿 曲线 y 是 平行 的 . 
也 就 是 说 , 切 向 量 场 X 沿 曲线 7 平行 是 指 它 沿 曲 线 的 切 向 量 
场 的 方向 导数 为 零 . 
同样 可 以 定义 张 量 的 平行 有 了 向 量 的 平行 ,Riemann 流 形 上 
的 测 地 线 就 定义 为 曲线 的 切 向 量 沿 曲线 的 方向 导数 为 零 的 曲线 ， 
它 在 局 部 坐标 系 {z } 中 可 表示 为 


Zit) + Th 2) = 0. (3. 3. 10) 
这 是 一 个 二 阶 方程 ,因此 过 流 形 人 上 任意 一 点 恰好 有 一 条 测 地 线 
在 该 点 与 任意 给 定 的 已 知 切 向 量 相 切 . 


类 似 于 曲面 上 测 地 线 坐 标的 引进 ,在 Riemann 流 形 上 同样 可 
以 引 和 人 局 部 的 测 地 线 坐 标 , 也 称 为 Riemann 坐标 , 这 里 就 不 作 仔 
细 的 讨论 . 
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8$3.4 ”Riemann 曲率 张 量 


一 、 曲率 张 量 的 引进 


在 流 形 上 分 析 张 量 场 时 ,必然 要 与 张 量 场 的 微 商 打交道 . 由 第 
二 章 关 于 张 量 的 绝对 微 商 的 知识 我 们 知道 ,在 局 部 坐标 系 中 , 张 量 
的 绝对 微 商 只 与 空间 中 的 联络 系数 P5 有 关 . 因此 ,在 流 形 上 ,如 果 
我 们 在 它 的 每 个 局 部 坐标 中 给 定 相 容 的 一 组 联络 系数 Ps (ms 个 独 
立 的 函数 ) ,并 规定 在 坐标 转换 时 Ts 满足 第 二 章 中 (2.1. 21) 式 所 给 
出 的 转换 关系 , 则 任意 的 张 量 场 就 可 以 进行 绝对 微 商 的 运算 了 . 

在 给 定 了 度量 张 量 (g; ) 的 Riemann 流 形 上 ,联络 系数 与 度 
量 系数 g ;有关 . 这 个 关系 在 局 部 坐标 中 的 表示 就 是 : 


全 一 Fe ga + gi — By). (3.4.1) 


如 果 我 们 考虑 的 流 形 是 维 的 , 则 g, 一 共 含有 2 了 个 函数 ( 考 
虑 了 对 称 性 ). 在 Riemann 流 形 上 ,联络 系数 ;考虑 对 称 性 也 还 含 
有 于 名 二 也 个 函数 . 可 见 的 各 分 量 之 间 还 应 满足 菜 种 内 在 联系 . 


换 一 种 说 法 就 是 , 若 在 流 形 上 给 定 了 一 个 对 称 的 联络 系数 厂 , 则 要 
在 该 流 形 上 定义 一 个 满足 (3. 4. 1) 式 的 度量 张 量 ,联络 系数 Ps 必然 
还 应 满足 一 组 协调 条 件 . 下 面 我 们 就 来 讨论 这 组 条 件 , 并 由 此 引进 
曲率 张 量 的 概念 . 


对 于 一 个 标量 丁 数 /, 在 局 部 坐标 中 ,车 令 一 2 , 则 一 定 有 


9 二 9,* 即 二 次 微 商 是 可 交换 的 . 但 在 Riemann 流 形 上 (或 更 一 般 
地 ,在 给 定 了 芽 的 光滑 流 形 上 ) ,向 量 场 或 张 量 场 的 绝对 微 商 不 再 
可 交换 .事实 上 ,对 于 Riemann 流 形 上 的 切 向 量 场 {vi}, 有 

VViv’'= Vi(v + Tiv’) 
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= (wt Tav) + Tt Tv ) — Th Cv + Tv ). 
(3.4.2) 
上 式 交换 绝对 微 商 之 次 序 后 与 原 式 相 减 , 得 
(VV— VV = Tha— Th) vt ThTh— ToT ) vi 
记 为 


— Riuw’, (3.4.3) 
其 中 第 一 个 等 式 用 到 了 Ps 下 标的 对 称 性 . 我 们 称 (Rx ) 为 Riemann 
曲率 张 量 
—Ri = To 一 有 ae 十 大 A 一 下 和 和。 (3.4.4) 

(3.4. 3) 式 说 明 在 Riemann 流 形 上 向 量 的 二 次 协 变 导 数 是 不 可 交 
换 的 . 

对 于 任意 的 张 量 场 ,也 有 类 似 于 (3. 4. 3) 式 的 关系 . 另外 ， 
(CRx ) 确 实 是 一 张 量 ,这 一 点 只 要 证 明 其 在 坐标 转换 时 满足 张 量 的 
变换 规则 即 可 . 

Riemann 曲率 张 量 (R;, ) 是 描述 流 形 上 高 阶 绝对 微 商 不 可 交 
换 性 的 量 . 当 ;三 0, 即 联络 为 欧 氏 联络 时 , 亦 即 Riemann 流 形 是 
欧 氏 空间 时 ,Ri 二 0. 同时 ,我 们 可 以 证 明 Ri 三 0 也 是 Riemann 流 
形 是 欧 氏 空间 的 充分 条 件 . 在 第 二 章 的 曲面 论 中 ,Gauss 曲率 就 是 
二 维 Riemann 流 形 的 Riemann 曲率 张 量 (后 面 可 以 看 出 二 维 流 形 
上 Riemann 曲率 张 量 只 有 一 个 非 零 分 量 , 我 们 将 其 称 为 Riemann 
曲率 ). 当 Gauss 曲率 为 零 时 ,曲面 是 可 展 曲面 . 可 展 曲面 和 平面 是 
度量 等 价 的 , 即 它们 可 以 看 成 同样 的 二 维 Riemann 流 形 . 


二 、 曲率 张 量 的 性 质 


在 Riemann 流 形 上 , 张 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 是 可 转换 的 . 
这 时 我 们 引入 曲率 张 量 (R; ) 的 协 变 分 量 为 
Riu ee Rg 


1 
Bi — gi — Bitvil + Bitik) + TaTh— Ta hi. 


(3.4.5) 
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曲率 张 量 的 各 分 量 之 间 有 下 列 关系 : 
Ri 十 Ri 一 0，( 反 对 称 性 ) (3.4.6) 
Ri 十 Ri 十 Ri 二 0， (Bianchi 第 一 恒等式 ) (3.4.7) 
Riu =— Rin =— Rjw = Risj, (3.4.8) 
Riu + Ri + Riw; 一 0， (3.4.9) 
VR 十 VR 十 VR 二 0，〈Bianchi 第 二 恒等式 ) (3.4.10) 
VRisn tt VeRsn + VRim = 0. (3.4.11) 
上 述 各 条 性 质 均 可 直接 验证 . 


有 了 上 面 (3. 4. 6) 一 (3. 4. 9) 四 个 代数 关系 , (Ro) 不 再 是 nt 
个 独立 的 分 量 组 成 的 了 . 首先 ,由 于 Rijw 二 一 Riaw ,可 知 i,j 反对 称 ， 
ij 一 共有 ni 一 一 个 独立 的 组 合 ; 同 理 , 肌 也 是 有 个 独立 
的 组 合 . 其 次 ,由 于 < Rw ,因此 (2j) 与 (kL) 是 对 称 的 , 即 这 时 一 
共 应 及 二 号- 种 独立 的 组 合 关系 . 最 后 ,由 (3. 4. 9) 式 , 当 
iyj 肖 ,Ll 中 有 两 个 是 相同 的 量 时 , 则 (3. 4.9) 式 退化 为 (3.4. 8) 式 , 因 
此 (3. 4. 9) 式 一 共有 n=C’ 个 独立 方程 . 因而 由 上 面 三 点 , (Rn) 
独立 分 量 的 个 数 为 
We 让 DD. (3.4.12) 


例如 ,对 于 2 一 2, 有 和 二 1, 即 曲面 的 Gauss 曲率 ; 当 n= 二 3 时 ， 
7 一 6. 

现在 就 可 以 回答 本 节 一 开始 所 提出 的 问题 了 . 答案 是 : 当 R; 
满足 上 面 (3.4. 6) 一 (3.4. 11) 式 时 ,由 (3.4.4) 式 积分 求 得 的 PPx 就 
与 g; 是 协调 的 . 

上 面 关 于 Riemann 曲率 张 量 的 讨论 均 是 在 Riemann 流 形 或 伪 
Riemann 流 形 上 进行 的 ,对 于 只 给 定 一 般 联络 系数 Ps (关于 i,j 不 
一 定 对 称 ) 的 流 形 ,这 些 式 子 并 不 一 定 成 立 . 


三 、 曲 率 张 量 的 缩 并 
对 Riemann 曲率 张 量 (Ruw ), 对 其 任意 两 个 指标 进行 缩 并 
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可 得 : 
(Ris), (Ris), (Riyg*), (Rig*'). 
由 于 Rwy 对 (i,j) 及 (k,l) 的 反对 称 性 ,其 他 缩 并 方式 均 得 零 . 上面 四 
个 缩 并 的 二 阶 张 量 若 不 计 正 负 符 号 可 证 明 实际 上 是 同一 张 量 . 通 
常用 
(Ry) 一 (R',) (3.4.13) 
来 表示 这 个 二 阶 张 量 , 称 为 Ricei 张 量 . 对 上 式 的 指标 再 进行 一 次 
缩 并 得 到 Riemann 流 形 的 曲率 : 
及 一 Rigy. (3.4.14) 
由 (3. 4.4) 式 ,可 得 
Ri = Ri 一 《FaD 一 (十 PP 一 TSPA (3.4.15) 
上 式 第 一 项 可 利用 第 二 章 的 公式 二 (Vg); 来 计算 ,因此 一 般 有 
Rj = (VED 一 (TS 十 Te 一 PP (3.4.16) 
由 此 可 看 出 Ricci 曲率 张 量 CR; ) 是 一 个 对 称 张 量 . 
利用 Bianchi 第 二 恒等式 可 以 进一步 讨论 曲率 张 量 的 性 质 . 对 
(3. 4. 10) 式 中 的 i,k 两 个 指标 进行 缩 并 ,得 
VR 十 VRAA 十 VRA = 0. 
由 于 有 Ru 一 一 Ru 一 一 Rh ,所 以 上 式 变 为 
VR 一 VRA + VR', = 0. 
再 利用 曲率 张 量 的 对 称 性 : 
Ri ed g*Rin sm BR jn Bg" gasRin 9 
上 式 变 成 如 下 形式 : 
VR 一 VRA — gg VRin 一 0， (3.4.17) 
其 中 利用 了 度量 张 量 的 绝对 微 商 为 零 的 条 件 . (3. 4. 17) 式 再 对 j,l 
两 个 指标 进行 缩 并 ,有 
VR—g’* VR — g* VR = 0. 
记 R=Rsg",R’ 一 Rig*, 上 式 变 为 
VR 一 2VR; 一 0， 
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进一步 有 
以 (Re Rg” )=°. (3.4.18) 
(3. 4. 18) 式 称 为 缩 并 的 Bianchi 第 二 恒等式 . 广义 相对 论 中 ,物质 
场 的 能 量 动量 张 量 Tv 满足 守恒 定律 : 
g’ VT = 0. (3. 4. 19) 
比较 两 式 ,可 知 度量 张 量 应 满足 
有 Rs 一 DRes =— 8xGT; 一 Mg，， (3. 4. 20) 


其 中 G 是 引力 常数 ,4 是 宇宙 常数 . (3. 4. 20) 式 就 是 广义 相对 论 的 
引力 场 方程 . 

在 通常 的 二 维 及 三 维 Riemann 流 形 上 ,曲率 张 量 有 比较 简单 
的 形式 . 先 来 看 二 维 Riemann 流 形 的 情形 . 在 二 维 流 形 上 ,只 有 
Riziz 不 为 零 , 由 (3.4.5) 式 有 


1 。 
Rizz = BB + gz — 2812,12) + gs THT — TiTl). 
比较 此 式 与 曲面 论 中 的 Gauss 方程 (2. 4.19) ,可 得 


Riaz =— kg ， (3.4.21) 
而 Ri 的 缩 并 为 
Ru =— gkrg, Ri = gikg, Ra =—=— gkg; 
(3.4. 22) 
R= R,g’ =— 2x. (3.4.23) 


即 Gauss 曲率 与 这 里 定义 的 Riemann 曲率 是 一 致 的 . 对 于 Rie- 
mann 流 形 . 由 (3. 4. 12) 式 知 ,Ri 由 m 二 6 个 独立 的 分 量 来 确定 . 同 
样 ,Ri 也 有 6 个 独立 的 常数 . 可 以 证 明 ,Riemann 曲率 张 量 完 全 由 
其 Ricci 张 量 确定 : 


R 
Riju 加 Rigi — Rig + Rigis 和 Rigi 本 DBugn 一 SiS 六 


(3.4.24) 
要 证 明 此 式 并 不 难 ,请 大 家 自行 完成 . 
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§ 3.5 ” Riemann 流 形 与 力学 系统 


Riemann 流 形 在 物 翰 学 相 力 学 中 的 应 用 很 广泛 ,这 里 我 们 对 
有 限 自由 度 系统 的 运动 方程 及 变形 体 的 协调 方程 从 Riemann 流 形 
的 角度 作 一 些 简单 的 讨论 . 


一 、 有 限 自由 度 系统 的 运动 方程 


在 分 析 力 学 中 ,含有 nn 个 自由 度 的 系统 的 状态 可 以 由 nn 个 参 
量 (q ，…g") 来 描述 . 这 组 参数 的 一 个 值 (qg',… ,gq") 称 为 一 个 点 ， 
所 有 这 些 点 的 集合 在 通常 拓扑 结构 下 构成 一 个 n 维 流 形 , 而 4 一 
(q'，,…,g") 就 是 该 流 形 的 一 组 局 部 坐标 . 在 流 形 的 切 空间 (A) 
中 , 任 一 向 量 为 (9 ，… 9") ,其 动能 为 


T= od (3.5.1) 
而 对 应 于 广义 位 移 g, 广 义 力 @ 可 以 看 做 流 形 上 的 余 切 向 量 , 在 局 


部 坐标 中 记 Q@= (Qi,…,Q.). 当 系 统 是 完整 约束 的 保守 系统 时 ， 
Bi 二 gy(9), 从 而 有 


a /ar)_ ar 

(gr) 入 =Q. (3.5.2) 
用 Christoffel 符号 表示 上 述 方程 得 

Y' + Trigg = giQ,, (3.5.3) 


而 是 对 应 于 gy 的 联络 系数 . 上 式 就 是 在 完整 约束 的 保守 系统 中 
的 运动 方程 . 


二 、 变形 张 量 的 协调 方程 


在 欧 氏 空间 中 ,由 于 存在 整体 的 坐标 变换 去 二 (zz ，… ,zx")， 
使 得 空间 的 度量 系数 满足 : 
az oar! 


B71 一 3 IE" 578 一 07， (3.5.4) 
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因此 对 应 于 任意 坐标 {zx'} 下 的 曲率 张 量 (Ri ) 有 下 列 性 质 : 
: _ Ar’' OF" OF"” O'sy 
Ri EE Dzi Dzt 了 

即 欧 氏 空间 在 任意 坐标 系 中 曲率 张 量 的 分 量 为 零 , 亦 即 欧 氏 空间 
的 曲率 张 量 的 分 量 为 零 . 反 过 来 也 是 这 样 的 . 因此 对 于 一 个 Rie- 
mann 流 形 , 它 是 欧 氏 空间 的 充分 必要 条 件 是 其 曲率 张 量 的 分 量 
为 零 . 

由 这 一 性 质 我 们 可 以 来 讨论 变形 张 量 的 协调 条 件 . 由 于 变形 
体 9 在 变形 前 是 处 于 一 个 三 维 欧 氏 空间 的 , 设 其 度量 系数 为 gj , 则 
相应 的 Riemann 曲率 张 量 的 分 量 为 

Ri, 一 0. 

写成 协 变 张 量 的 分 量 形式 , 则 有 


2 (gi + Bilik 一 可 让 ,天 Eiril ) 十 有 Ra 一 有 ar 一 0. 


一 0， (3.5.5) 


(3.5.6) 
在 变形 后 ,对 应 于 9 中 每 一 点 有 一 位 移 函 数 u, 于 是 空间 的 度 
量 系数 变 为 
By = gy + 2es, (3.5.7) 
其 中 


rie utr* ut uu;) (3.5. 8) 


是 Green 应 变 张 量 的 分 量 在 局 部 坐标 中 的 表示 . 在 弹性 理论 中 假 
设 空间 在 变形 后 仍然 是 欧 氏 空间 ,因此 ,8; 也 同样 满足 曲率 张 量 为 
零 的 条 件 , 即 


Ri, = 0， 


具体 写 出 来 就 是 : 


和 了 了 = ， 一 一 
2 (Bini + Biik — Fit — Bitsil ) + Thal Ta 0. 


《3. 5. 9) 
将 (3.5.9) 式 中 坊 等 计算 出 来 , 减 去 (3. 5. 6) 式 ,并 且 咯 去 er 的 二 
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次 以 上 的 量 ,就 得 到 了 应 变 张 量 的 协调 方程 . 具体 计算 如 下 : 


WS, i 二 
Tis= BBiks + Bi — By) 一 三 十 si 十 es 一 外 


= Ts Ve 十 Vea 一 Very 十 2Fieu， (3.5.10) 
而 
天 一 sg = (g —2g"g'e,,) 
Tite (Ve Ven — Ves t+2Ten) — 2Tye,,g’” 
= T+ gr (Vet Vey — Ves), (3.5.11) 
因而 协调 方程 为 


Ei eyis — Eu — Emit 二 有 (Vien 十 Vew 一 Vein + 2Tie,,) 
十 Fa(Ven + Ves — Ven) — Th Ven + Ven 一 Ver + 2Tie,,) 
—Ti(Vem t+ Ve — Vien) = 0, 
(3.5.12) 
整理 得 到 
VVent VVen — VVen— VVex =0. (3.5.13) 
这 就 是 变形 张 量 的 协调 方程 . 


习 题 三 


1. 试 说 明 三 维 欧 氏 空间 中 的 单位 球面 7* 是 流 形 ,并 解释 单位 
圆 F! 是 Y 的 子 流 形 . 

2. 试 说 明 刚 体 在 空间 中 的 位 置 构成 一 个 六 维 流 形 ,而 且 三 维 
欧 氏 空间 是 它 的 子 流 形 . 

3. 试 说 明 4Mn, R ) 是 一 流 形 , 而 正 交 变 换 群 Cn, R ) 是 它 的 
子 流 形 . 对 "一 3 时 给 出 具体 的 讨论 并 写 出 它 的 切 空 间 和 纤维 丛 . 

4. 对 于 二 维 流 形 , 若 g1, 二 0, 证 明 : 

_ 2Ri 


Ragz = Razzgn = Ron, Ri =0, R= g’R; = 本 
Bu B22 


5. 已 知 (8y ) 正 定 , 任 意 给 定 两 个 向 量 二 (Cw),v 王 (vi) ,求证 
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它们 夹 角 的 正弦 为 
(gyBu — Bug Uiuivty! 

ByB uu Uv “ 

6. 令 pi,P: ,Ps 为 测 地 线 组 成 的 三 角形 的 顶点 »P1 92 » Ps 为 相应 
的 三 个 内 角 , 试 证 车 在 点 p, 切 于 测 地 线 的 - -个 向 量 沿 三 角形 边缘 平 
移 , 则 回 到 点 p, 时 ,该 向 量 相 对 于 初始 方向 转动 了 一 由 一 多 一 
角度 . 

7. 试 推导 三 维 空间 中 一 块 平面 产生 保持 度量 不 变 的 变形 时 ， 
第 一 标 形 的 改变 量 所 应 满足 的 方程 . 


+ 19R 
8. 证 明 : VR'= pt 


sin20 = 
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84.1 外 微分 


一 、 微分 形式 


第 一 章 中 我 们 引进 了 外 形式 的 概念 . 线性 空间 YX" 上 的 7 次 外 
形式 定义 为 上 的 > 阶 反 称 协 变 张 量 . 同样 ,我 们 知道 ,n 维 流 形 .4 
上 点 的 切 空间 (从 是 一 个 n 维 向 量 空间 ,因此 , 流 形 A 上 点 p 
的 ~ 次 外 形式 也 就 是 定义 在 %(AMU) 上 的 r 阶 反 称 协 变 张 量 ,而 流 形 
A 上 的 r 阶 反 称 协 变 张 量 场 则 称 为 流 形 上 的 7 次 微分 形式 . 

零 次 微分 形式 就 是 流 形 上 的 光滑 函数 . 而 一 次 微分 形式 则 是 
流 形 上 的 余 切 向 量 场 . 在 流 形 .的 局 部 坐标 x*= (一 } 中 , 取 自 然 基 
底 {dz'} 为 余 切 空间 的 基底 , 则 任意 的 一 次 微分 形式 

ao: THM)—> R (4.1.1) 
在 局 部 坐标 中 表示 为 
@ = wdz'€ET "(AM). (4.1.2) 

对 于 次 微分 形式 ,类 似 于 -次 外 形式 ,可 以 取 自 然 基底 : 

dzaA…Adzr 一 >)sgn(o)dza 因 …Q@dzz 


ES 


= 6 dr"@ * Odri. (4.1.3) 
在 此 基底 下 ,任意 的 -次 微分 形式 
@,: TM 因 了 CD ODIMD >R (4.1.4) 


7 要 


可 以 表示 为 
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四 , 一 Host dz 人 … 人 dzrz = > wi dr 和 人 … 人 dz . 


(4.1.5) 
流 形 UA 上 的 全 体 7r 次 微分 形式 的 集合 记 为 A"(. 从 .在 A”( 从 ) 
中 ,所 有 元 素 ( 即 微分 形式 ) 之 间 可 以 定义 加 法 和 外 积 运 算 . 这 些 性 
质 与 第 一 章 中 所 讨论 的 关于 外 形式 的 性 质 是 完全 一 致 的 . 同时 ,我 
们 知道 在 n 维 流 形 上 ,微分 形式 的 次 数 最 大 为 n. 
同样 ,n 维 流 形 上 的 各 次 微分 形式 的 直 和 
4 一 人 4 四 …@4" (4.1.6) 
所 组 成 的 线性 空间 是 2" 维 的 . 这 个 线性 空间 对 外 积 运 算 和 加 法 运 
算 构 成 外 代数 . 


二 、 外 微分 


第 三 章 中 ,我 们 曾 在 微分 流 形 上 讨论 过 张 量 场 的 绝对 微分 运 
算 .我们 说 过 , 张 量 场 的 绝对 微分 运算 是 依赖 于 流 形 上 的 联络 结 
构 , 即 流 形 上 的 第 二 类 Christoffel 符号 的 . 而 张 量 场 的 绝对 微分 也 
就 表明 了 张 量 场 在 流 形 上 的 变化 . 这 里 我 们 要 讨论 作用 在 微分 形 
式 上 的 一 种 微分 算 子 一 一 外 微分 . 

外 微分 算 子 是 从 微分 形式 的 空间 A 到 A 的 一 个 映射 ,是 一 
个 线性 的 算 子 ,同时 ,对 外 积 运 算 满 足 Leibniz 法 则 , 即 它 是 一 个 微 
分 算 子 .下 面 我 们 从 零 次 微分 形式 谈 起 . 

对 于 零 次 微分 形式 即 流 形 上 的 光滑 函数 f ,定义 它 的 外 微分 为 
函数 的 全 微分 : 

df = fidzr:'. (4.1.7) 

这 样 定义 的 零 次 微分 形式 的 外 微分 是 一 次 微分 形式 , 即 流 形 的 余 
切 向 量 场 . 

对 于 流 形 上 给 定 的 -次 微分 形式 


本 on dznA 人 .…Adzr ， (4.1.8) 
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定义 其 外 微分 为 
do, 一 de dz A Nd 
= od dz A Nde 
= 7 (de ee Ade (4. 1,9) 
由 上 式 我 们 看 出 ,dw, 是 x 十 1 次 微分 形式 . 
由 上 面 关 于 外 微分 的 定义 可 以 看 出 ,微分 形式 的 外 微分 是 通 
常 多 元 函数 全 微分 的 自然 推广 . 第 三 章 我 们 讨论 流 形 上 的 切 向 量 
场 的 性 质 时 ,必须 要 引进 联络 系数 这 个 附加 的 结构 来 进行 ,而 对 于 
微分 形式 ,外 微分 运算 是 流 形 自身 的 一 种 微分 运算 ,因而 微分 形式 
在 流 形 的 分 析 中 占有 重要 的 位 置 
有 了 上 面 的 定义 ,我 们 下 面 来 看 一 下 外 微分 运算 的 基本 性 质 . 
性 质 1 外 微分 运算 是 线性 的 , 即 
dlapg +By) = adg 十 pdy (a ER, 9,y EA'). 
(4.1.10) 
性 质 2 外 微分 运算 是 斜 微分 算 子 , 即 
d(@,Aw) = dop Nos (— 1)rw,Ndo, (wo,EA? ,wm EA'). 


(4.1.11) 
性 质 3 零 次 微分 形式 的 外 微分 就 是 全 微分 : 
df = 六 dz (4.1.12) 
性 质 4 对 于 零 次 微分 形式 f, 有 
d(df) = 0. (4.1.13) 


以 上 四 条 性 质 是 容易 证 明 的 . 如 性 质 2, 设 
Op 一 下 ws dz 人 A…A 人 dze， os 一 二 dzaA…Adzs ， 


则 


wi wi Pi ) 


es We 
dasAov) = 吉 剖 二 
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人 dza A Adzis 人 dzii A Adris 
1 
二 一 (oa ap 十 oa 


Adza 入 …A 人 dz 
一 do, 人 ao, 十 (— 1)*@, Mdow,. 
另外 ,上 面 的 四 条 性 质 也 可 以 作为 外 微分 运算 的 定义 . 也 就 是 
说 , 若 定义 了 某 种 从 空间 4" 到 A" 的 一 个 映射 ,满足 如 上 的 四 条 
性 质 , 则 它 一 定 是 我 们 这 里 的 外 微分 算 子 . 
对 于 任意 的 微分 形式 o@, 一 般 地 ,我们 有 
d(dw) = 0. (4.1.14) 
这 个 结论 称 为 Poincaré 引 理 . 为 了 证 明 它 ,只 要 对 @o 是 一 个 单项 式 
时 进行 讨论 (因为 d 是 线性 算 子 ). 设 o 为 ~ 次 单项 式 : 
四 一 fdza 人 …A 人 dzr ， (4.1.15) 
则 有 
dl(dw)= d(fidzr:Adzx" A*…Adz”) 
= fydriN\dr Adz" 和信 … 人 dz ， (4. 1. 16) 
由 于 上 式 中 ,k=j 时 的 项 自然 为 零 C(dw 人 dzi 二 0), 而 上 关 j 时 ， 
dz 和 Adz 与 dz Adz* 成 对 出 现 , 并 且 是 反 号 的 (这 里 用 到 了 fi 二 
fx), 因 此 上 式 恒 为 零 , 故 有 d(dw) 王 0, 得 证 . 


三 、 若干 例子 


为 了 说 明 外 微分 及 微分 形式 的 广泛 应 用 ,我 们 来 看 如 下 几 个 
例子 . 
例 1 在 三 维 正 交 曲线 坐标 中 ,e; 二 Hdx’ (这 里 不 对 i 求 和 ， 
HH; 是 Lamé 系数 ) ,一 次 微分 形式 
ol 一 atel 十 azes 十 ases 二 aHidr (对 i 求 和 ) 
(4.1.17) 
代表 了 三 维 欧 氏 空间 中 的 向 量 场 , 则 
doi =[(as 万 ): 一 (as H;)s Jdzr’Adz’ 十 [Cai 了 )， 
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— (asH3)1Jdri Adz' + [Ca H;)) — (a Hi), Jdr' Adr’ 


(as H;), 一 (a, H,); (alHi)s 一 (as H;), 
HH, ez 人 es 十 HH es 人 ez 
(az H;)1 — (a H'); 
十 7 Me. (4.1.18) 


这 相当 于 给 出 了 向 量 函 数 a 二 (a ,az ,as ) 的 旋 度 : 
aula (SE (al Hi)s — (a3 H3)i ， (az H2)! =) 


hi HiHs HiH: 
Hie! He 万 :es 
= 1 9 9 9 
HiHH; ar ar ar | (4.1.19) 


aH! az 万 asH; 
例 2 给 定 二 次 微分 形式 : 
@; = aiH,; Hidzx’ Mdzx’ + az H; Hidz’ Mdzx! 十 as 再 H,dzx! Adxr’， 
(4.1.20) 
它 也 代表 欧 氏 空间 的 一 个 向 量 场 ,其 外 微分 为 


1 [ 关 H, H,) + Hs Hi) + ouH, H,) 
万, H, H; oar! ar’ ar’ 


dm: 


Jeieshes. 


(4.1.21) 
这 相当 于 给 出 了 向 量 函 数 a 二 (41 ,az ,as) 的 散 度 : 
1 [ed eH + aH ] 


diva HHH, Em Em 2 


(4.1.22) 
例 3 在 电动 力学 中 , 当 取 无 量 纲 数 c=y 一 eo 二 1 时 ,Max- 
well 方程 组 可 写 为 


curl 一 了 二 4rJ， 


ot 
-HH 
culE— 3 =0, (4.1.23) 
divH = 0,， 


div = 4rpo， 
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其 中 EE=(El,E:,E;) 和 HH=(H',H?,H?) 分 别 代 表 电 场 和 磁场 ,J 
是 电流 密度 ,o 是 电荷 分 布 . 若 给 定 一 个 二 次 微分 形式 


3 
@s 一 > EdzoAdze + H'dzx’Adxr’ 
a=1 


+ Hdx’Adz! + Hi’dzr'Mdz’, (4.1.24) 
这 里 记 z=t, 则 os 的 外 微分 
dao; =0 (4.1.25) 
给 出 (4.1.23) 式 的 中 间 两 个 方程 . 若 在 (zx? ,xz! ,zxz? ,zx ) 确 定 的 四 维 
空间 中 给 定 
(gy) = diag(l,—1,—1,—1), 
则 
x* (d(x* oz)) 一 4xr(odz + Jidz') (4.1.26) 
给 出 了 (4. 1. 23) 式 的 另外 两 个 方程 . 
(4.1.25),(4. 1. 26) 两 式 就 是 用 微分 形式 表示 的 电磁 学 Max- 
well 方程 组 . 


4$4.2 Stokes 定理 


一 、 流 形 上 的 积分 


把 流 形 上 局 部 性 质 与 整体 性 质 联系 起 来 的 方法 是 定义 流 形 上 
外 微分 形式 的 积分 . 要 定义 积分 则 要 事先 准备 一 些 预备 的 概念 . 
首要 的 问题 是 光滑 函数 的 定向 . 在 曲面 论 中 我 们 知道 ,一 般 有 
单 侧 曲面 与 双 侧 曲面 两 类 . 通常 三 维 
空间 中 我 们 所 遇 到 的 球面 、 锥 面 、 柱 
面 等 都 是 双 侧 球面 . 在 这 类 曲面 的 每 
一 个 点 上 有 两 个 法 线 方向 : 内 法 线 
和 外 法 线 . 这 类 曲面 称 为 定向 曲面 . 
但 是 ,对 于 M6bius 带 这 样 的 曲面 ， 图 4.1 
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我 们 不 能 区 分 它 的 两 个 侧面 ( 见 图 4. 1) ,因为 在 它 的 任 一 点 p 上 取 
一 法 向 ,将 此 法 向 沿 曲面 转 一 圈 以 后 再 回 到 点 p 时 法 向 反 了 方向 . 
这 类 曲面 就 称 为 不 可 定向 曲面 . 

将 曲面 的 定向 这 个 思想 推广 到 高 维 光滑 流 形 上 ,就 可 以 得 到 
流 形 的 定向 的 定义 . 我 们 知道 ,在 曲面 上 ,法 向 量 可 以 由 曲面 的 切 
向 来 定义 , 即 法 向 是 与 两 个 切 向 的 外 积 联系 在 一 起 的 . 类 似 地 ,在 
维 光滑 流 形 上 ,n 次 外 形式 w 就 相应 于 曲面 的 法 向 ,因此 我 们 有 如 
下 的 定义 : 

定义 4.1 如 果 n 维 光滑 流 形 XA 上 存在 一 个 处 处 非 零 的 连续 
的 n 次 微分 形式 w, 则 称 A 是 可 定向 的 流 形 , 而 w 称 为 流 形 .人 的 
一 个 定向 . 

如 果 @ 与 是 流 形 .的 两 个 定向 微分 形式 , 则 一 定 存 在 流 形 
A 上 的 连续 函数 f ,使 得 

w= fo, (4.2.1) 
其 中 f 处 处 不 为 零 . 若 .Y 是 连通 的 流 形 , 则 f 在 A 上 还 必然 是 定 
号 的 ,因此 连通 可 定向 流 形 必然 有 两 个 定向 . 

对 于 nn 维 可 定向 流 形 A, 设 w 是 其 定向 微分 形式 ,在 . 仅 的 局 部 
坐标 卡 (9,z2) 中 ,do 和信 …A 人 dw 与 @ 在 内 相差 一 个 处 处 不 为 零 
的 因子 . 若 该 因子 是 正 的 , 则 称 坐 标 卡 (2%,* ) 是 与 定向 w 相符 的 坐 
标 覆盖 . 这 时 对 于 任意 相交 的 区 域 ,坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 处 处 
为 正 . 反 过 来 , 流 形 上 具有 这 种 性 质 的 坐标 卡 集 时 , 流 形 也 就 是 定 
向 流 形 . 这 一 点 由 下 面 关于 覆盖 的 单位 配 分 可 以 看 出 . 

要 在 流 形 上 定义 积分 ,有 了 上 面 流 形 定向 的 定义 以 后 , 接 下 来 
要 考虑 的 是 积分 测度 的 定义 . 在 n 维 流 形 A 中 ,全 体 n 次 微分 形式 
A" 的 自然 基底 在 局 部 坐标 卡 (%,z') 中 表示 为 

dzl 人 dz2z 人 … 人 dz". (4. 2. 2) 
在 坐标 变换 {zx'}->{y'} 下 ,有 


dy Ady: A*…Ady" = OY 7)dziAdzz 人 .人 dzr。 


Q(z ee) 


(4.2.3) 
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上 式 相当 于 n 重 积分 的 坐标 变换 . 因此 在 ” 维 流 形 上 ,我 们 就 选择 
(4. 2.2) 式 作为 n 维 的 有 向 体积 元 : 
tx) = dz Adz’A**Adz". (4.2.4) 
对 于 流 形 XH 上 的 某 坐 标 卡 (U,z'), 设 CU 是 n 维 闭 子 流 形 ， 
Jr)EG9(9) 是 光滑 函数 ,定义 了 在 Y 上 的 积分 为 


| repreo | ferdzridriedr", (4.2.5) 
» AnD 


上 式 的 右 端 是 f(x) 的 通常 n 维 积分 ,其 中 y 是 关于 坐标 卡 (%,x') 
的 映射 . 由 定 积分 的 性 质 ,上 述 定义 与 坐标 的 选择 是 无 关 的 . 

当 进 行 积分 的 区 域 Y 被 若干 个 开 集 4 覆盖 时 ,需要 引进 开 覆 
盖 的 单位 配 分 的 概念 . 

设 流 形 的 坐标 卡 集 为 {( 色 ,9)}, 当 .以 是 具有 可 数 拓 扑 基 的 
Hausdorff 空间 时 ,存在 一 组 流 形 上 的 光滑 函数 {p,(x)) ,满足 : 

(1) 0<p, (x)<1; 

(2) 当 x 人 WU 时,p,(x)=0; 

(3) DB) p(x)=1. 


这 族 {p, (x)} 称 为 开 覆 盖 { 瓜 ) 的 单位 配 分 . .人 具有 可 数 拓扑 基 保证 
了 对 于 Vp€E .AUCA 是 p 的 开 邻 域 , 使 得 {VU 站 家} 中 只 有 有 限 


个 集合 非 空 , 即 >)p.(x) 中 求 和 在 每 一 点 只 有 有 限 个 项 相 加 ,因而 


是 有 意义 的 . 
有 了 单位 配 分 以 后 ,对 于 流 形 Kh 上 的 任意 光滑 阻 数 f,f 在 
上 的 积分 定义 为 


[wen) = >| px) fx dr! dr? .dz". (4. 2. 6) 
3 也 Jr) 


容易 证 明 , 对 于 不 同 的 单位 配 分 ,积分 是 相同 的 . 这 是 因为 : 若 
{p(x)) 与 {ps《x)) 是 两 种 不 同 的 单位 配 分 , 则 有 


Ep dd = DDpDe fdanede 
Tr Pe 
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= | OK) Fx) Dp x) dr dr" 
站 四 
一 3| px) FCz)dzl…dzn。 
Fra) 
上 面 定义 的 积分 均 是 对 n 次 微分 形式 讨论 的 .车 w 是 KA 上 的 
r 次 微分 形式 , 设 
h: N> A (4.2.7) 


是 W 在 A 中 的 一 个 嵌入 , 即 NW 是 的 一 个 - 维 拭 入 子 流 形 , 则 
h" wm(h" 是 映射 h 诱 导 的 拖 回 映 射 ) 是 NW 上 的 7 次 微分 形式 ,因而 


积分 
Jao 
是 有 意义 的 .我 们 将 次 微分 形式 w 在 h(N)CA 上 的 积分 定义 为 


| 一 | 下 @. (4. 2.8) 
这 就 是 任意 次 数 的 微分 形式 在 流 形 上 的 积分 的 一 般 定 义 . 


二 、Stokes 定理 


前 面 我 们 在 流 形 上 引进 了 微分 形式 的 积分 . 从 这 个 积分 的 定 
义 我 们 可 以 看 出 , 流 形 上 的 积分 实质 上 是 将 欧 氏 空间 中 的 多 重 积 
分 推广 到 流 形 上 来 . 现在 我 们 来 介绍 流 形 上 微分 形式 积分 的 一 个 
重要 性 质 , 它 将 流 形 上 微分 形式 的 积分 与 外 微分 运算 联系 起 来 了 . 

首先 引进 流 形 的 带 边区 域 的 概念 . 设 LL 是 nn 维 光滑 流 形 ,所 谓 
以 的 带 边区 域 9 是 指 流 形 刀 的 一 个 n 维 子 集 , 它 的 点 分 为 两 类 : 

(1) 内 点 , 即 存在 该 点 的 一 个 邻 域 包 含 在 DD 中 ; 

(2) 边界 点 , 即 : 若 p 是 边界 点 , 则 存在 点 p 的 一 个 坐标 卡 
(WU,z') ,使 得 zx'(p) 二 0, 并 且 

MUNG= {g: gEN,z" (gq) > 0}, (4. 2.9) 

也 就 是 说 YN 门 9 与 R" 中 上 半 平 面 同 胚 . 
带 边 区 域 9 的 边界 记 为 39. 流 形 的 带 边 区 域 及 其 边界 有 如 下 
性 质 : 
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(1) 带 边区 域 的 边界 是 流 形 的 正则 艇 人 闭 子 流 形 . 这 一 点 只 要 
从 第 三 章 关 于 闭 子 流 形 和 正则 艇 和 的 定义 即 可 看 出 . 

(2) 若 流 形 .人 是 可 定向 的 , 则 边界 99 也 是 可 定向 的 ,并 且 39 
的 定向 可 以 由 .的 定向 诱导 出 来 .为 了 说 明 这 一 点 , 设 PE39, 在 
点 了 选取 与 A 定向 相同 的 坐标 卡 (V,z'), 则 有 

VNa9= {g: q EVN, rz (qg) = 0}, (4. 2. 10) 

即 (zx',…,z" ) 构 成 了 39 在 点 p 的 局 部 坐标 . 在 这 个 坐标 系 中 ， 
(一 1)"dz 人 … 人 dz" 一 给 出 了 39 的 定向 . 可 以 证 明 这 样 给 出 的 坐 
标 卡 上 的 定向 是 彼此 相 容 的 , 即 在 329 上 定向 微分 形式 是 不 变 号 不 
为 零 的 . 设 (Y,y') 是 点 了 与 刀 定 向 相 容 的 坐标 卡 ,在 站 39 上 
y" 二 0, 则 在 9 站 WNnY 上 有 


2 > 0， (4. 2.11) 


而 且 在 这 个 区 域 上 xz",y" 之 0, 即 zx" 与 y" 同 号 . 又 由 于 在 点 p 有 


z 一 多 一 0, 因 此 站 >0( 在 点 p). 在 39N WNnY 上 ,y" 一 0, 而 


2 ' 不 便 为 零 ,因此 有 8: 一 0 (i 二 1,…,n 一 ). 由 这 两 个 条 


件 , 从 (4. 2.11) 式 中 即 可 得 出 


BBC，… 1) 
Sr > 0 (4. 2. 12) 


在 324% 人 YY 上 成 立 . 这 说 明 ( 一 1)*dzlA… Adz" :与 (一 1)"dy! 
人 …Ady"“' 在 39 门 WNWY 上 给 出 的 定向 是 一 致 的 . 

有 了 上 面 关于 带 边区 域 及 其 边界 的 性 质 的 一 些 准 备 ,我 们 有 
如 下 的 Stokes 定理 : 

定理 4.1(Stokes? 定理 ) 设 9 是 n 维 定向 光滑 流 形 .W 中 的 
紧 致 带 边 区 域 ,w 是 KA 上 的 n 一 1 次 微分 形式 , 则 有 


| dw =| (4. 2.13) 
3 a3 


@@ ”Stokes(1819 一 1903) ,英国 数学 物理 学 家 . 
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证 明 ”该 定理 的 证 明 是 数学 分 析 中 的 几 个 积分 公式 (如 
GreengQ 公式 、Gauss 公式 及 Stokes 公式 ) 的 证 明 的 一 种 自然 推广 . 

设 (( 双 ,一 )} 是 .的 一 个 与 定向 相 容 的 坐标 卡 集 , {g。} 是 相 容 
的 单位 配 分 , 则 有 


Ja = Ddee), Je 一 了 jeo. 
因此 只 要 对 每 一 个 a 证 明 
| aceo) 一 | szo， (4. 2. 14) 
就 得 到 我 们 的 结论 . 在 上 式 中 ,go 在 勾 以 外 的 点 上 是 恒 等 于 
零 的 . 


为 了 方便 起 见 , 下 面 的 证 明 中 上 略 去 脚 标 a. 设 n 一 1 次 微分 形式 
8.0 为 


go = 多 (一 DAidmA…AdmA…Adz， 
j=1 


加 (4.2. 15) 
其 中 dz 表示 该 项 不 存在 , 则 


d(go) = >)Ajivdzl 人 … 人 dz". (4.2.16) 
j=1 


下 面 将 分 两 种 情形 讨论 . 

(1) 当 39m4= 亿 时 ,由 于 go 在 以 外 的 点 上 恒 为 零 ,因此 
(4.2.14) 式 的 右 端 恒 为 零 . 这 时 人 或 者 在 A\9 内 ,或 者 包含 在 9 
的 内 部 . 对 于 UNCAU\9,(4. 2. 14) 式 的 左 端 自然 为 零 . 若 UC 
2\99, 有 


i wo An 
| ae) = >| Asd dz", (4.2.17) 


其 中 yg(WDCR". 由 于 A 在 gp( 人 的 边界 上 是 为 零 的 ,因此 可 以 存 
在 R" 中 的 正方 体 :|z' | 之 K (i 二 1,…,n), 使 得 pg( 人 DC% 将 A 
延 拓 到 上 连续 可 微 . 因此 


Q@ Green(1793 一 1841) ,英国 数学 家 . 
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| Add | Ajsdridz" 
HY) 和 


一 | (FT Ajjdr’ )dzr' es 
1 | <K,i#j 
一 0 (对 j 不 求 和 ). 
这 样 就 证 明了 (4. 2. 17) 式 的 右 端 为 零 ,因此 这 时 (4. 2. 14) 式 是 成 
立 的 . 
(2) 当 39 门 关 3 时 ,这 时 无 妨 设 是 与 AK 定向 相 容 的 坐标 
域 , 即 有 
| = {g: gq EN,r"(qg) > 0}, 
UNa9 = {gq: q EU,z"(q) = 0}. 
同样 在 坐标 空间 R" 中 取 一 个 长 方 体 %: |z'|<K,i=1,…,n 一 1， 
0 过 zx"<K ,使 得 gC(U 站 9)C%. 对 A; 做 出 与 (1) 同 样 的 延 拓 , 显 然 
A; 在 多 上 连续 可 微 , 这 时 


| em 一 | BO 
a9 a3n 4 
= >) (一 bm]| Ajdz: A Md A Ndz" 
1 a9N 
汪 -DD"™| Asdzi Ndr"! 
an 
=—| Ardriedz" 
(39ND 
a | AsCzl ses,0) driee dr 1 (4.2.18) 
Iz | <K,izn 


上 式 中 第 三 个 等 号 成 立 是 因为 在 WN 站 39 上 dx" 二 0, 第 四 个 等 号 成 
立 是 考虑 到 39 的 诱导 定向 . 而 我 们 有 


| acem)= | aceo) 


= | Ajsdr A Adz" 
ne 
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nl K 一 、 
Ajsdr’ )dz'e ddm 

一 | = 

Tl mg, Il CK ipgjon 


| (Awdz" )az dz 


lz| <K,izxn 
一 一 A。(Czlzn ,0) dr dr (4.2.19) 
| 天 | <K,izn 
由 (4. 2. 18) 式 和 (4. 2. 19) 式 知 (4. 2. 14) 式 成 立 . 
证 明 ， | 


由 (1) 和 (2) 两 种 情况 ,我 们 就 完成 了 Stokes 定理 的 证 明 


三 、 Stokes 定理 的 若干 应 用 
Stokes 定理 的 应 用 是 很 广 的 . 在 数学 分 析 中 微 积 分 基本 定理 、 
Gauss 公式 .Stokes 公式 , 复 变 函数 中 的 Cauchy 定理 等 均 可 看 做 
是 Stokes 定理 的 特例 . 下 面 我 们 来 看 两 个 例子 . 
例 1 若 在 R 中 取 笛 卡 儿 坐 标 (z! ,zx? ,zx ), 令 


@1 一 aidzi 十 azdz? 十 asdzs， 
@2 一 六 dzz 人 dzs 十 加 dzsA 人 dzl 十 bdzl 人 dz?: ， 


并 记 2 为 恨 中 的 曲面 (有 向 ),92, 为 空间 区 域 , 则 Stokes 定理 表 


现 为 
| O1 =| do 
2 ee 
SEE Qas _ 9a: 2 Qa _ 9as 3 1 
ee a )de Ad + (8S a )dx' Adz 
Qa: _ 9al 1 2 
+ 全 -路 ina 


这 就 是 空间 中 的 Stokes 和 另外 ,有 
=| ao 一 | ( 骂 十 强 3)dz 1 人 dzz 人 dza， 


-一 > 十 一 一 
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这 是 Gauss 公式 , 即 散 度 定理 . 

对 于 非 笛 卡 儿 坐 标 ,这 些 式 子 仍然 是 成 立 的 . 

例 2 考虑 复 变 函数 中 的 Cauchy 定理 . 

设 /: 9 一 C 是 定义 在 复 平面 C 中 区 域 9 上 的 解析 函数 , 且 在 
3 上 是 连续 的 , 则 有 


中 redz 一 0. 


令 中 为 9 上 的 一 次 微分 形式 ， 
@ = f(z)dz = (utiv)(dzr+tidy), 
则 有 


二 ( 择 十 i 氏 ; au, : 
do= (BE tiS )dzACdr tidy) + (+igs )dyACdr +idy) 


= [ ( 闫 + 将 )+i( 闫 2) azAdy 


Oy 9x 
因此 
Uj ， 弘 _ a 
dw = 0< > 3y tar 0, ax 3y 0 
>f(z) 在 2 上 解析 . 


由 Stokes 定理 有 


中 rodz 一 | 一 | ao 一 0， 
即 Cauchy 定理 成 立 . 


$4.3 Poincare 道 定理 


一 、 闭 形 与 恰当 形 


首先 引进 如 下 定义 : 
定义 4.2 设 人 是 光滑 流 形 ,oEA"(- 人 0. 
(1) 若 do 一 0, 则 称 w 为 闭 形式 (简称 闭 形 ); 
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(2) 车 3BEA' (如 ,使 @= 二 dB, 则 称 @ 为 恰当 形式 (简称 恰 
当 形 ). 
车 上 述 关系 只 在 光滑 流 形 A 的 某 个 子 集 9 上 成 立 , 则 w 分 别 
称 为 9 上 的 闭 形 与 恰当 形 . 
从 代数 的 观点 来 看 ,外 微分 算 子 
d: A' 一 Ar (4.3.1) 
相当 于 一 个 线性 映射 . 这 个 映射 的 核 由 闭 形 组 成 ,映射 的 像 由 恰当 
形 组 成 . 
由 $4.1 中 引进 外 微分 运算 时 提 到 的 Poincaré 引 理 : 任何 一 
个 微分 形式 的 两 次 外 微分 必 为 零 , 即 
d(dw) 一 0， (4.3.2) 
知 恰当 形 必然 是 闭 形 . 反 过 来 ,这 个 结果 是 否 也 成 立 呢 ?也 就 是 
说 , 闭 形 是 否 一 定 是 恰当 形 呢 ? 我 们 的 结论 是 : 在 局 部 这 个 结论 是 
成 立 的 ,但 在 整个 流 形 上 却 不 一 定 成 立 . 这 就 是 下 面 要 讲 到 的 
Poincaré 逆 定 理 . 


二 、Poincaré 逆 定 理 


定理 4.2(Poincaré 逆 定 理 ) 设 w 是 n 维 光滑 流 形 A 上 的 + 
次 微分 形式 , 且 dw 二 0, 则 对 流 形 上 的 任 一 点 p 及 其 邻 域 V, 存 在 一 
个 -~ 一 1 次 微分 形式 p, 使 得 w= dp. 

证 明 对 流 形 的 维 数 进行 数学 归纳 法 . 

首先 , 当 n=1 时 ,定理 的 结论 是 自然 成 立 的 ,因为 一 维 流 形 中 
一 次 微分 形式 

四 一 aCz)dz (4. 3.3) 

的 外 微分 为 零 , 即 dw 二 0, 而 且 在 YpEKH 上 , 若 点 p 的 坐标 为 x。， 
其 邻 域 为 %, 则 一 定 存在 零 次 微分 形式 


pz) = 下 人 [ a(y)dy， VrEU, (4.3.4) 
使 得 
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dB(z) = @. (4. 3.5) 

现在 设 定理 对 于 n 一 1 维 流 形 是 成 立 的 ,我 们 来 证 明定 理 对 n 

维 流 形 也 成 立 . 由 定理 条 件 ,w 是 流 形 KA 上 的 7 次 微分 形式 , 则 一 
般 地 ,wm 可 以 写成 为 

oo 一 ol 十 dz" 人 oz， (4.3.6) 

这 里 o 是 A 上 的 r 次 微分 形式 ,在 局 部 坐标 中 不 包含 dr" ,ws 则 

是 A 上 不 包含 dz" 的 > 一 1 次 微分 形式 .对 VPE ,在 其 邻 域 V 

中 ,有 


四 = 十 DY A!l., dzaA…Adzr， (4. 3.7) 
7 < 
1 i 
一 CT > A?., dzaA…A 人 dzr-，(4.3.8) 


<m1SSr 一 1 
其 中 系数 人 .和 A?.，， 均 是 (zl，…yz) 的 函数 .引进 > 一 1 次 微 
分 形式 : 


Bos, dr Ne Ndz ，(4.3.9) 
其 中 
B;.,, = 全 dz"， (4.3.10) 
™o 


这 里 点 p 的 坐标 为 (Zz,… ,7?) ,而 (zx! ，… ,zx")E€ 
对 于 7 次 微分 形式 
gg=w—da= w+dr Nw — da, (4.3.11) 
由 (4. 3. 9) 式 和 (4. 3. 10) 式 可 知 


OB .i | 
gr dr A Nd 


= 1 
0 (r= D!; A 9r” 


(4.3.12) 
将 此 式 代 入 (4. 3. 11) 式 ,得 
= 十 2) prdzaA…Adzrr， (4. 3. 13) 
“5<ml<s<r 
其 中 
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oaB,.. 
二 (4. 3. 14) 


一 人 二 (一 1 


是 (zl，…z") 的 函数 . 
由 (4. 3. 13) 式 可 知 ,9 中 不 包含 有 dz" 的 项 .车 r=n, 则 显然 
9 三 0( 抽 层 原 则 ), 即 w==da, 定 理 成 立 . 若 > 和 ”由 定理 条 件 dw 二 
0, 有 
dp = dw — d(da) = 0. (4. 3.15) 
又 在 点 p 的 邻 域 中 ,由 (4. 3.13) 式 有 


dg=t 5 Dp sdriNdzr NNde’ 
i<n, 


+ 5 psdzAdzmaAAdzr = 0. (4.3.16) 


由 于 上 式 相 加 的 两 项 中 前 一 项 不 含 dz" ,因而 一 定 有 
pam = 0 (4.3.17) 
即 pr 必 在 点 已 邻 域 凤 中 只 是 (zz ，…z" 一) 的 函数 . 这 样 p 可 看 做 
是 一 个 n 一 1 维 流 形 上 的 7 次 微分 形式 (这 个 n 一 1 维 流 形 的 一 点 
的 邻 域 与 在 (zx',…,z"') 的 投影 同 胚 ). 因此 由 归纳 法 假设 , 存 
在 一 个 一 1 维 流 形 上 的 -~ 一 1 次 微分 形式 及 ,使 得 
9 = dh. (4.3.18) 
代入 (4.3.11) 式 ,有 
w= dai+gqg= d(at+p). (4. 3.19) 
令 二 a 十 有 , 即 得 定理 的 结论 . 
由 数学 归纳 法 ,我们 就 证 明了 Poincare 逆 定 理 . 上 
由 定理 4. 2 的 证 明 可 以 看 出 ,该 定理 只 能 对 流 形 上 一 点 的 邻 
域 成 立 , 因 为 证 明 过 程 中 用 到 的 积分 在 邻 域 中 成 立 . 流 形 上 整体 成 
立 的 条 件 取决 于 流 形 的 拓扑 性 质 . 下 面 我 们 举 一 个 例子 来 说 明 这 
一 点 . 
设 流 形 .4 为 除 掉 原 点 以 外 的 平面 .在 和 上 定义 微分 形式 : 
—z’dz!+t+z!idr’ 


OT DF) 
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易于 验算 dw 二 0( 在 A 上 ). 一般 地 ,有 

@ = d0, 
其 中 0 是 平面 的 幅 角 . 显然 在 XH 上 9 是非 单 值 的 ,因而 w= 二 d9 这 个 
式 子 只 能 在 局 部 上 取 到 光滑 的 单 值 函数 0. 


三 、Poincaré 道 定理 在 全 局 成 立 的 充分 条 件 


为 了 使 上 述 的 Poincare 逆 定 理 在 整个 流 形 上 成 立 , 还 须 对 流 
形 或 者 微分 形式 添加 附带 的 条 件 . 我 们 这 里 给 出 下 面 的 几 个 结论 . 

定理 4.3 ”对 于 定义 在 R" 中 的 开 子 流 形 9 上 的 ~ 次 微分 形式 
wo, 设 dw 一 0 在 9 上 成 立 .车 9 是 星 形 的 , 即 存在 9 内 一 点 p, 对 于 
任 一 点 gq,R" 中 的 直线 丙 全 部 属于 9, 则 一 定 存 在 9 上 的 7 一 1 次 
微分 形式 B, 使 得 w=dp 在 9 上 成 立 . 

证 明 只 要 取 9 的 第 ” 族 坐标 曲线 为 丙 , 则 Poincare 逆 定 理 
的 证 明 中 的 积分 均 是 可 以 进行 的 ,因而 结论 成 立 ， 上 

定理 4.4 若 9 是 R" 中 的 开 子 流 形 ,也 为 单 连通 区 域 , 则 对 于 
定义 在 9 上 的 一 次 闭 形式 @, 存 在 零 次 微分 形式 f, 使 得 w= 二 df. 

附带 说 明 , 所 谓 单 连通 区 域 是 指 9 内 任 一 曲线 可 以 在 9 内 连 
续 缩 为 一 点 . 

证 明 由 于 9 内 的 连通 性 ,在 9 内 任 取 一 点 p, 对 于 Vg€ 9， 
存在 曲线 pag 全 部 在 9 中 . 由 于 wo 是 一 次 微分 形式 ,对 于 pay (9 的 
说 和 信子 流 形 ) ,定义 函数 ; 


Fo = | (4.3.20) 


只 需 证 明 f 的 取 值 与 路 径 pa9 无 关 , 则 结论 成 立 . 设 pbg 是 p 到 9 的 
另 一 曲线 ,因此 ,曲线 %:pag5p 构 成 了 9 内 的 闭 曲线 , 即 9 的 一 维 
正则 嵌入 闭 子 流 形 . 由 于 9 是 单 连通 的 ,% 可 收缩 为 9 中 一 点 , 收 
缩 过 程 就 形成 了 9 中 的 一 个 二 维 定向 子 流 形 多 而 为 7 的 边界 . 
由 Stokes 定理 有 


|o=|=。， (4. 3.21) 
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因此 有 


| 本 fo， (4. 3. 22) 
pg phg 
即 f(q) 与 路 径 无 关 . 定理 得 证 .上 

上 面 两 个 定理 均 是 Poincaré 道 定理 在 全 局 成 立 的 充分 条 件 ， 
下 面 讲 的 De Rham 定理 则 是 关于 闭 形式 和 恰当 形式 等 价 性 的 一 个 

先 引 进 n 维 光滑 流 形 上 7 维 循环 的 定义 .n 维 光滑 流 形 KL 上 的 
r 维 循环 是 指 A 中 的 7 维 闭 子 流 形 ( 边 界 为 空 集 ). 

定理 4.5(De Rham 定理 ) 设 9 是 光滑 流 形 A 的 开 子 流 形 ,w 
是 定义 在 9 上 的 + 次 闭 形式 , 则 在 9 上 w 为 恰当 形式 当 且 仅 当 对 
属于 9 的 任意 7 维 循环 % 有 


| w= 0. (4. 3. 23) 
筷 


De Rham 定理 的 证 明 要 涉及 流 形 的 拓扑 性 质 的 研究 ,这 里 就 
不 给 出 了 . 


四 、 流 形 上 的 对 侦 关系 


在 $4.2 中 我 们 讨论 了 流 形 上 的 积分 . 通常 说 来 ,积分 区 域 9 
是 光滑 的 .但 是 我 们 可 以 对 此 加 以 推广 : 积分 区 域 9 可 看 做 是 若干 
个 流 形 上 的 带 边区 域 的 组 合 . 这 样 来 理解 积分 区 域 的 话 , 则 流 形 上 
的 积分 对 于 积分 区 域 9 也 有 可 加 性 . 流 形 的 带 边 子 流 形 称 为 流 形 
上 的 奇异 链 ( 下 面 简 称 链 ). 而 奇异 链 的 边界 是 一 个 低 一 维 的 奇异 
链 . 完全 类 似 于 流 形 上 的 微分 形式 ,所 有 奇异 链 与 定义 在 其 上 的 微 
分 形式 之 间 可 以 由 流 形 上 的 积分 联系 起 来 . 而 对 于 & 维 奇异 链 9,， 
其 边界 为 32, ,3 相当 于 由 9. 到 3 的 一 个 算 子 , 称 为 链 上 的 边缘 
算 子 . 算 子 3 将 链 2, 的 维 数 降低 一 维 . 

值得 注意 的 是 ,边缘 算 子 3 与 微分 算 子 d( 也 称 为 上 边缘 算 子 ) 
之 间 有 十 分 相似 的 地 方 . 如 对 于 任意 的 微分 形式 @( 也 可 称 为 流 形 
上 的 上 链 ) ,有 d(dw) 二 0; 而 对 于 奇异 链 9, 有 3(39) 王 个 , 即 边 界 
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的 边界 为 空 集 . 这 件 事实 不 是 因为 别 的 ,而 是 由 于 流 形 上 的 积分 建 
立 了 & 维 链 2 与 & 次 上 链 w; 之 间 的 对 偶 关 系 . 为 了 更 好 地 说 明 这 
一 点 ,我 们 记 流 形 XK 上 所 有 维 链 9; 组 成 的 集合 为 经 ,而 上 次 上 
链 w 组 成 的 集合 为 A*, 流 形 上 的 积分 记 为 
(Qi,0,) = | oo (4.3.24) 
则 
( :人 弘 XA-> 民 (4. 3. 25) 
是 集合 4 与 4A* 的 对 偶 关 系 ,并 且 是 线性 的 . 因此 积分 运算 可 以 看 
做 是 定义 在 名 与 人 上 的 线性 函数 . 而 Stokes 公式 则 是 给 定 了 对 
偶 关 系 (4. 3. 25) 的 一 个 恒等式 : 
(39,m) = (29,do). (4. 3. 26) 
对 于 上 链 w, 有 恰当 形式 与 闭 形 式 的 概念 . 同样 ,对 于 链 9 ,也 
可 以 定义 闭 链 与 恰当 链 . 若 39; = 人 @, 则 9 为 闭 链 ; 若 存在 9 +1， 
使 得 9 二 997+1; 则 称 2 为 恰当 链 . 
对 任意 的 恰当 链 % ,有 93% 二 3(39+1) 二 名 , 即 恰当 链 一 定 是 
闭 链 . 而 闭 链 什 么 时 候 为 恰当 链 呢 ?这 就 取决 于 流 形 的 拓扑 结构 . 
有 一 个 与 De Rham 定理 对 偶 的 定理 , 即 一 个 闭 链 92; 为 恰当 链 当 且 
仅 当 对 于 流 形 上 任意 的 一 个 闭 形式 ow ,有 


此 @ = 0. (4. 3.27) 
关于 链 和 上 链 之 间 关系 的 研究 有 待 于 关于 同调 群 与 上 同调 群 
的 讨论 ,已 经 超出 了 本 书 的 范围 ,这 里 我 们 就 不 进行 讲述 了 . 


$34.4 Lie 导 数 


一 、 流 形 上 的 向 量 场 


回顾 第 三 章 中 关于 流 形 上 的 切 丛 和 切 向 量 场 的 定义 ,我 们 知道 ， 
在 流 形 KX 上 点 p= 二 (zs，,…，, 式 ) 的 局 部 坐标 系 中 ,任意 切 向 量 场 & 可 
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表示 为 
WO 
€ $7 6 (WD. (4.4. 1) 


上 式 表示 ,在 点 己 的 局 部 坐标 系 中 , 切 向 量 场 点 就 与 如 下 的 一 个 自 
治 微分 方程 组 的 初 值 问题 建立 起 来 一 一 对 应 关系 : 


dz 

= (x (1t),* ,7"(t)), 

改 Ee (4.4.2) 
Zi(0) = zo. 


在 局 部 坐标 中 看 ,上 述 系 统 的 解 就 是 向 量 场 & 在 点 p 的 积分 曲线 ， 
同时 & 也 就 是 该 积分 曲线 的 切 向 量 . 由 常 微分 方程 组 的 理论 知 ,只 
要 (x) 是 光滑 函数 , 则 存在 唯一 的 解 满足 初 值 问题 (4. 4. 2) 
zx’ = Fi(xlye 7?) 一 (zl (4.4.3) 
我 们 现在 换 一 个 角度 来 看 (4. 4. 3) 式 . 固定 参数 t, 则 (4. 4. 3) 
式 实际 上 建立 了 由 初始 点 (zi,…，,z) 到 点 (zz") 的 一 个 
映射 : 
Fi: (zh ye Te) (Tl ty Th ys TE) ,eT ts Th ))。 
(4.4.4) 
当 参 数 t 充分 小 时 ,映射 下 将 点 p 的 邻 域 一 一 地 、 映 上 地 连续 变换 
到 点 (zz") 的 邻 域 , 并 且 逆 映射 也 是 连续 的 . 另外 ,由 向 量 场 
的 光滑 性 可 知 , 在 点 p 的 充分 小 邻 域 中 映射 F, 还 是 光滑 映射 . 满 
足 上 述 这 些 性 质 的 映射 F, 称 为 局 部 的 微分 同 胚 . 为 了 进一步 说 明 
这 一 点 ,我们 对 小 参数 上 应 用 Taylor 公式 来 看 一 下 映射 F, 具体 是 
什么 形式 : 
一 个 十 分 明显 的 事实 就 是 : 
(te 一 十 ii(ziZ) 十 o(t，(4.4.5) 
因此 映射 F, 的 Jacobi 矩阵 元 素 满 足 
Bzi (hb) ,OF (zh, TI) 
5 
显然 ,(F,) ! 的 Jacobi 矩阵 元 素 满足 


H+ oC). (4.4.6) 
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CE 1 Cr sz 
QArz’(t) ” ar 
由 (4.4.5) 式 知 , 当 上 与 s 充分 小 的 时 候 , 有 
Fs, = F,*F,, 
(FY! = F. 
因此 F, 对 于 小 参数 上 构成 一 个 局 部 的 坐标 变换 群 . 
由 上 面 的 一 些 讨论 我 们 看 出 ,定义 在 流 形 上 的 向 量 场 ,在 流 形 
的 每 一 点 的 邻 域 上 诱导 出 了 一 个 局 部 的 映射 ,这 个 局 部 的 映射 相 
当 于 一 个 坐标 变换 , 它 有 (4. 4. 5) 式 至 (4. 4. 8) 式 所 述 的 一 些 性 质 . 
由 这 样 的 一 个 从 向 量 场 诱导 出 的 局 部 的 坐标 变换 ,我 们 就 可 以 引 
进 流 形 上 的 张 量 场 的 Lie? 导数 . 


二 、Lie 导数 

前 面 我 们 谈 到 对 于 流 形 上 的 任 一 切 向 量 场 , 它 都 诱导 出 一 局 
部 的 微分 同 胚 , 该 微分 同 胚 是 一 局 部 的 坐标 变换 . 那么 流 形 上 的 任 
一 张 量 场 了 在 局 部 的 坐标 变换 下 是 什么 样子 呢 ? 下 面 我 们 就 来 讨 
论 这 个 问题 . 

设 切 向 量 场 在 点 p 的 邻 域 诱导 出 坐标 变换 F,,T 是 流 形 上 
的 一 个 (p,q) 阶 张 量 场 ,在 局 部 坐标 中 ,T= (TY ). 在 坐标 变换 
下 , 下 ,T 变 为 FT: 


2 十 ol2). (4.4.7) 


(4.4.8) 


& Bt 和 azd Azry 

rT = Th Or (2).., Ar (2) 和 

(FD hh az Aris Ari(t) Azr’(t) 
(4.4.9) 


显然 F, 一 了 是 恒 同 映射 . 下 面 我 们 引入 Lie 导数 的 定义 . 
定义 4.3 张 量 场 T=( 了 T;: ) 沿 向 量 场 8 的 Lie 导数 定义 为 
一 个 张 量 场 LsT, 它 在 局 部 坐标 下 表示 为 


@ S. Lie(1842 一 1899) ,挪威 数学 家 . 
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CeTDA 2 = [mn | . (4. 4. 10) 
若 将 F, 看 做 流 形 的 点 p 邻 域 沿 切 向 量 场 的 一 个 变形 , 则 Lie 
导数 LsT 刻画 了 在 这 个 变形 下 张 量 的 改变 率 . 
由 F, 的 性 质 可 以 计算 出 Lie 导数 的 表达 式 . 为 此 ,将 (4. 4. 6) 
与 (4 4 7 两 式 及 (4.4.9) 式 代入 到 (4.4.10) 式 中 ,有 


Ey 4 

_ BT a8 i 9 

(LT ne “DLN 和 Ilk ,3 
ni 


Lie 导数 的 概念 实际 上 是 力学 中 的 随 体 导数 的 推广 设 有 一 
物理 量 T==T(t,x) ,其 中 空间 位 置 x 是 时 间 t 的 函数 , 记 & 二 +, 则 量 
T 的 随 体 导数 为 


至 = 下 十 LeT， (4. 4. 12) 


下 面 我 们 来 看 一 下 几 个 简单 例子 . 
例 1 零 阶 张 量 场 即 光滑 函数 f 的 Lie 导数 就 是 该 函数 的 方 
向 导数 : 


Lsf = af = #9f. (4.4.13) 
如 果 f 的 Lie 导数 恒 为 零 , 即 
Lef = af =0, (4.4. 14) 


则 说 明 f 沿 向 量 & 的 积分 曲线 为 常量 ,这 时 方程 FCzl,…,z") 一 
const 为 方程 组 z'==& 的 第 一 积分 . 
例 2 对 于 度量 张 量 场 (g; )， 关于 问 量 声 W 的 -He 守 数 为 
(Lug)s BE + gy 2 十 可 & 二 6; ， (4.4.15) 
这 里 er 就 是 小 应 变 条 件 下 的 应 变 张 量 , 当初 始 构 形 g; 为 欧 氏 度量 ， 
即 8y 一 2 时 ,有 


6 一 村人 (2 十 3 ) 《这 里 不 需 区 分 上 下 标 )， 


(4.4.16) 
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(4.4.15) 式 说 明 , 应 变 张 量 为 度量 张 量 在 向 量 场 a( 位 移 场 ) 下 
的 Lie 导数 . 


三 、Lie 导数 的 性 质 
先 来 看 向 量 场 9 关于 向 量 场 § 的 Lie 导数 . 由 定义 ,有 
By ak 
Lian)’ = 8 — wo. .4. 
(La) 一 一 太 3 (4.4.17) 
上 式 关 于 6 与 9 显然 是 反 称 的 , 即 有 
Len =— L,é. (4.4.18) 


由 于 Ln 仍然 是 一 个 向 量 场 ,因而 我 们 可 以 进一步 来 讨论 对 
该 向 量 场 的 Lie 导数 . 对 于 光滑 函数 f, 有 
Leaf = auey =— (3 ?7 一 ”6 §)aL. (4. 4. 19) 
我 们 来 看 对 f 关于 & 和 的 二 次 Lie 导数 的 可 交换 性 : 


Le) LD- Le (TE) L (sa) 


(8) re (e A) 


6 


(e232 7 Es Bunf. (4.4.20) 
也 就 是 说 ,函数 对 Len 的 Lie 导数 是 否 为 零 刻画 了 函数 关于 8 和 
这 两 个 向 量 的 二 次 方向 导数 的 可 交换 性 . 
利用 Lie 导数 可 以 定义 如 下 的 Poisson? 括号 运算 : 
[€,7] = Len. (4.4.21) 
可 以 验证 Poisson 插 号 有 如 下 性 质 : 
(1) [é€,n](f+e)=[é,nf+[é,njg; 
(2) [€,m)(fge)=fLé,nst+gLé,n)f; 
(3) [€,7]=—[n,é€]; 


@ ”Poisson(1781 一 1840) ,法 国 数学 家 . 
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(4) [€+n,6]=[€,6]+[n,6]; 

(5) [fé,gn=f (Lg)n— gC(Lnf)E+ felé,n]; 

(6) [, [9 的 ] 十 [7 06,€1]+[e, [08,n]1=0. 

上 述 性 质 组 成 了 Lie 导数 的 运算 性 质 . 由 于 Poisson 括号 是 流 形 
上 的 向 量 场 的 二 元 运算 ,因此 该 运算 构成 了 流 形 上 的 切 空 间 中 的 一 
种 代数 结构 , 称 为 Lie 代数 , 它 和 流 形 上 的 连续 变换 群 即 Lie 群 之 间 
有 密切 的 联系 . 

对 于 流 形 上 的 微分 形式 ,同样 可 以 求 其 对 于 向 量 场 的 Lie 导数 . 
一 个 十 分 有 用 的 结论 是 : 对 于 一 个 微分 形式 ,Lie 导数 运算 和 外 微分 
运算 是 可 交换 的 . 


$ 4.5 ” Frobenius 定理 


一 、 预备 讨论 


Frobenius@ 定理 是 关于 流 形 上 的 切 向 量 场 及 微分 形式 的 重要 定 
理 , 它 在 微分 方程 .几何 和 力学 中 都 有 广泛 的 应 用 . 为 此 我 们 首先 来 
考虑 如 下 的 常 微分 方程 ; 


dy _ f(x,y) 
ey (4.5.1) 


求 它 的 积分 相当 于 求 一 个 二 维 流 形 .从 的 一 维 子 流 形 ,使 得 其 每 一 点 
(zx,y) 上 的 切 向 量 为 
(dz,dy) = (g(z,y), f(x,y)). 

这 个 问题 可 以 另外 表述 为 以 下 两 种 形式 , 即 : 求 零 次 微分 形式 
9(z,y)，, 使 它 的 外 微分 是 一 次 微分 形式 

@= dgp= f(r,ydr— g(rz,y)dy = 0, 
而 pg(z,y) 的 等 值 线 就 是 问题 (4. 5. 1) 的 解 曲 线 . 与 这 个 问题 对 偶 的 形 
式 , 是 求 Ptaft 方程 


Q@ Frobenius(1849 一 1917) ,德国 数学 家 . 
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oy ay 
(zy) 一 十 zy) 一 一 0 
(2) 3 Rr 


的 第 一 积分 Vz,y) 三 C, 它 所 确定 的 曲线 也 是 问题 (4. 5. 1) 的 解 . 
对 于 比较 复杂 一 些 的 情形 ,如 一 阶 偏 微分 方程 组 


m By 3y ay” oy” 
F(z er yy 1 0 


(a = 1,% ,mn), (4.5.2) 
通过 这 组 方程 我 们 可 以 在 某 个 局 部 解 出 mn 个 偏 导 数 : 


ay’ 1 | 
= G(x yr" sy ey) 
ar a i > (4.5.3) 


(一 13 一 1) 
不 妨 令 m 二 3,n 二 2, 我 们 要 从 方程 组 (4. 5. 3) 求 解 出 : 
y= f(z Tr) y= f(x) (4.5.4) 
从 另外 一 个 角度 说 ,考虑 一 个 由 (zx yx? ,Tx ) 二 (zx! ,x ,7 ， 
六 ,yy) 形 成 的 五 维 流 形 , 问 题 (4. 5. 3) 就 是 要 求 它 的 一 个 三 维 子 流 形 
(4.5.4) ,使 得 它 的 每 一 点 上 有 三 个 切 向 量 : 
Xi = (€1) = (1,0,0,Gi(x,y) ,G(x,y)), 
KX, = (€;) = (0,1,0,Gi(x,y) ,Gi (x,y)), (4.5.5) 
Xs = (£3) = (1,0,0,G! (x,y) ,G(x,y)). 
上 述 这 组 向 量 在 每 一 点 组 成 了 一 个 三 维 向 量 空间 A: ,构成 我 们 要 
求 的 三 维 子 流 形 的 切 空间 ,这 相当 于 求解 三 个 Pfaff 方程 : 


i=0, 
or 
3 

862 = 0， (4.5.6) 
or’ 

1 9 

[ES 


求 得 解 
ii(zlzezazz5) 一 C (一 1,2,3)， (4. 5.7) 
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这 就 是 所 要 求 的 三 维 子 流 形 . 
进一步 ,考虑 在 n 维 联络 空间 中 给 定 了 联络 系数 荆 ; (i,j,k 二 
1,…,n) ,我 们 便 有 其 空间 基 向 量 的 微分 关系 : 


名 = Tre. (4. 5.8) 


如 果 把 这 组 方程 的 个 自 变量 z' (i 二 1,…,n) 和 确定 基 向 量 。; 的 
n? 个 分 量 合 起 来 看 做 一 个 n(n 十 1) 维 流 形 ,(4. 5. 8) 式 相当 于 给 定 
了 nn 个 n(n 十 1) 维 向 量 : 


X= (1,0,,0,24), 


(4.5.9) 


3) 
"azr"/ 
那么 ,是 否 有 一 个 n 维 流 形 的 切 空 间 是 由 这 些 向 量 张 成 的 ? 
对 于 我 们 以 上 提出 的 三 类 问题 ,一 般 提 法 如 下 ， 
给 定 光 滑 流 形 KH 上 的 7 个 光滑 切 向 量 场 : 
bl ,6 (4. 5. 10) 
它们 在 流 形 上 一 点 的 邻 域 义 中 是 线性 无 关 的 . 一 个 很 自然 的 问题 
是 : 在 邻 域 VV 中 的 每 一 点 上 是 否 存在 局 部 坐标 系 (W,z') ,使 得 
6|, = (=1,.,7) (4.5.11) 
成 立 ? 由 $4.4 中 关于 向 量 场 的 Lie 导数 的 讨论 ,我 们 知 
二 
[过 ,说 ] a! (a;) 8 (2) 0, (4.5.12) 
即 一 般 地 有 


X, = (0 


[ 全 ]= 0. (4.5.13) 


Br' "Or 


因此 当 (4. 5. 11) 式 成 立 的 时 候 ,必定 有 
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[€i€;] =0 (= 1,.,7). (4. 5. 14) 
反 过 来 ,(4. 5. 14) 式 也 是 (4. 5. 11) 式 成 立 的 充分 条 件 . 要 证 明 这 一 
点 需要 采用 下 面 关于 Frobenius 定理 的 证 明 方法 . 
上 面 的 问题 对 向 量 场 名,…, 的 要 求 较 为 苛刻 . 一般 我 们 考 
虑 如 下 的 问题 . 对 于 流 形 AK 上 一 点 p 的 切 空间 (从 ,由 切 向 量 场 
可 以 张 成 它 的 一 个 子 空间 , 记 做 
A,(p) = span{€1,*" ,6,). (4.5.15) 
车 在 点 了 的 邻 域 粹 中 , 切 向 量 场 负 ，…,&, 均 是 线性 无 关 的 ,并 且 是 
光滑 的 ,使 得 在 中 的 每 一 点 4 上 都 张 成 一 个 切 子 空间 A,(q)， 
则 称 
A,|r = span{€1,**,€,} (4.5.16) 
为 NW 上 的 切 子 空间 场 ,或 称 为 A 上 的 7 维 光滑 分 布 (简称 分 布 ). 由 
于 有,…,, 的 线性 无 关 性 ,因此 7 维 光滑 分 布 是 被 人, 所 确定 的 相 
差 一 个 以 光滑 函数 为 系数 的 非 退 化 线性 变换 . 我 们 要 讨论 的 问题 
是 : 对 于 流 形 XM 上 的 7 维 光滑 分 布 A,, 是 否 存 在 局 部 坐标 系 
(W,z') ,使 得 


A-|y = span| a 2 | (4.5.17) 


诗 …! 放 

回答 这 个 问题 需要 用 到 § 4. 4 中 提 到 的 Lie 导数 的 性 质 . 在 这 

里 利用 Poisson 括号 的 记 法 是 方便 的 . 另外 , 若 上 述 ~ 维 分 布 满足 : 

[€,€] = CE, (i,jsk = 1,.,7), (4.5.18) 

则 称 之 为 对 合 分 布 . 这 里 C5 一 般 来 讲 是 点 p 邻 域内 的 光滑 函数 ， 

称 为 对 合 分 布 的 结构 常数 . (4. 5. 18) 式 说 明 切 子 空间 场 A, 内 的 任 

意 两 个 切 向 量 场 的 Lie 导数 仍然 属于 该 切 子 空间 场 . 这 个 条 件 也 称 

为 Frobenius 条 件 . 有 了 这 些 说 明 , 我 们 就 可 以 来 回答 上 面 提出 的 
问题 了 . 


二 、Frobenius 定理 


定理 4.6(Frobenius 定理 ) ” 设 人 A, 是 定义 在 光滑 流 形 .人 上 的 
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一 个 开 集 上 的 7 维 分 布 , 则 对 于 任意 一 点 pE %V, 存 在 p 的 局 部 
坐标 卡 ( 少 ,z') ,使 得 

A ler = span (Br ) (4. 5.19) 

成 立 的 充分 必要 条 件 是 A, 满 足 Frobenius 条 件 , 即 A, 为 对 合 分 布 . 

证 明 必要 性 由 于 Ar|* 一 span|525 3cr|, 则 对 于 A, 中 


的 任意 7 个 线性 无 关 的 切 向 量 场 &,，… ,6, ,它们 均 可 表示 为 


& = 总 人 (4. 5. 20) 
因此 有 
ss 全 
[5 §€]= | EE »Qj | 
_ i9a; 9 ;as 27 + eta[a2 2 
aztar wariart iLOxr' ar 
‘ 
(« 和 大 Ee ) 这 = CrE。， (4.5. 21) 


其 中 第 三 个 等 式 用 到 了 (4. 5. 13) 式 ,所 有 的 指标 均 是 从 1 到 ~, 而 
c= (« 9 at Qa: jer， (4. 5. 22) 
“ 这 里 (87) 是 方 阵 Cai) 的 逆 阵 . 这 样 我 们 就 证 明了 分 布 是 对 合 分 布 ， 
即 A, 满足 Frobenius 条 件 . 
充分 性 ”对 分 布 的 维 数 进 行 数学 归纳 法 . 首先 当 7r==1 时 ,我们 
来 证 明定 理 . 分 布 A, 是 由 一 个 非 零 的 切 向 量 场 & 所 张 成 的 线性 子 
空间 . 设 在 点 p 存在 局 部 坐标 卡 (V,wi), 并 且 ui(p) 二 0. 在 该 局 部 
坐标 卡 中 ,é 可 一 般 地 表示 为 
51 = 8 (Cn he (4. 5.23) 


这 里 是 久 上 的 光滑 函数 . 由 于 &(p) 关 0, 无 妨 设 Cp) 隆 0. 由 于 & 
的 光滑 性 ,在 令 域 久 中 可 设 & 处 处 不 为 零 . 考虑 常 微分 方程 组 : 
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du _ E(w ,su) 
du (wu ,wu) 
这 里 ww 是 自 变量 ,而 沁 ,…,w" 是 未 知 函 数 . 根据 常 微分 方程 组 的 
理论 ,存在 正 数 ?之 0, 使 得 
{wu): Iu |< 6} CY, (4. 5.25) 
并 且 对 任意 给 定 的 初 值 (v*，,…,v"), |v'| 过 6 (i 二 2,…,n), 方 程 组 
《4. 5. 24) 有 唯一 解 
u = pv 0), | 四 |<S (= 2,.,n) 


(2<i<n), (4. 5.24) 


(4.5.26) 
满足 初始 条 件 : 
G0 ,0) = (i= 2,.,n). (4.5.27) 
解 g' 光滑 依赖 于 初 值 v' 和 自 变量 ww'. 
作 局 部 坐标 变换 : 
wu = 
(4. 5. 28) 
ui = Gg V0), i = 2 on. 
在 点 p 的 一 个 邻 域 入 CVU 中 ,变换 的 Jacobi 行列 式 为 
Qu ,1") = 
Bo lu (4. 5. 29) 
即 该 坐标 变换 在 局 部 中 非 退 化 . 在 局 部 坐标 卡 (Y,v ) 中 ， 
Yeo -aa+yea 
sl Za 8 Br +t FB 
1.9 “nm Ou' 9 
= ¢ Bu Ze Der Bur (4. 5. 30) 
Sayawua aa 
2 vw Au’ é oav! 
令 
有 四 dv snd i 
i pr (i=2,°%%,n), (4.5.31) 


则 {z'} 是 W 上 的 局 部 坐标 ,并 且 
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9 


9 
一 人 一 一 -一 
élr=&€ 3 二 3 (4. 5.32) 


因此 我 们 证 明了 当 -一 1 时 定理 成 立 . 
假设 对 -一 1 维 分 布 A,-! 存 在 局 部 坐标 卡 (W,z') ,使 得 


a 3 
A.- |， 一 span|525 
我 们 下 面 证 明 对 A, 也 有 类 似 的 结论 . 假设 A, 由 和 VV 上 线性 无 关 的 
切 向 量 场 蚀 ,…,&, 所 张 成 ,并 且 由 条 件 ,有 

[€,6] = CE; (Ri 一 17)， (4.5.33) 


由 r=1 时 的 结论 ,存在 局 部 坐标 系 (y'，…，,y") ,使 得 
后 3 (4. 5. 34) 


» 


令 
Ei=6— Ley)é, Gi=1,%,r—1), (4.5.35) 
显然 E61，,… ,561-1 ,6, 仍然 是 线性 无 关 的 ,因此 
A, = span{€1,°"*,€’ 1 ,€,), (4.5.36) 
由 (4. 5. 35) 式 可 得 
Ley’ =0(i=1,%,r—1), Ley’=1. (4.5.37) 
由 于 (4. 5. 36) 式 ,利用 假设 条 件 , 我 们 知 如， 也 是 对 合 分 
布 , 即 
[€,6/] = CE tasé, Gisjsk=1,,r—1). 
(4. 5. 38) 
上 式 的 两 边 分 别 对 y 作 Lie 导数 ,得 
Ltrs sy” = Ls (Lay’) — Ls (Lay’) 一 0， 
ee 2 CLgy” +asLey” = as. 
因此 ,一 般 地 有 ai 二 0(i,j 二 1,…,r 一 1). 从 (4. 5. 38) 式 来 看 , 知 
A,1 = span{€1,°%* ,8 1) (4. 5. 39) 
也 是 对 合 分 布 .由 归纳 法 假设 ,存在 局 部 坐标 系 {z: ,… ,xz”} ,使 得 


Ar-i 一 span| 9 二 | (4. 5. 40) 


az 习 Dz 一 
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由 条 件 (4. 5. 37) 式 得 
Lay’=0 (i=1,,r—1). (4.5.41) 
这 时 再 来 看 对 合 分 布 A, ,在 局 部 坐标 {zi'} 下 ,A, 可 表示 为 
A, = span [a2 本 = &,\. (4. 5. 42) 
由 于 A, 是 对 合 分 布 ,因此 
[ 疙 ,= DC +8 (Ca 


(4.5. 43) 
其 中 C: 为 常数 . 上 式 两 边 对 y 作 Lie 导数 ,得 b; = 二 0 (i=1,…， 
r 一 1) ,因此 


5 人 ca Gr 
[ae'5]- 辫 记 Gi= 1 —1). (4.5.44) 


设 在 {z'} 下 6, 可 表示 为 


去 ia _ 
6 2 EE (4. 5.45) 
这 时 有 
3 cr]1_Ta wo "a8 9 We ee 
[六 |= 821" 22¢°a27 | DE 
(4. 5. 46) 


与 (4. 5. 44) 式 表示 的 结果 比较 ,得 
3 
Es 0 (QZi<r-lr<k<D. (4.5.47) 
令 


这 说 明 人 (8 二 r,…,n) 只 是 (z”,…,z") 的 函数 . 


n r—l 
7 = ED 4 
人 3 (4.5.48) 
则 仍 有 
0 
A = span {Bar 1， 6). (4. 5. 49) 


由 r=1 时 的 结论 知 ,存在 从 (zx ，…,z") 到 (zx ,…,z") 的 局 部 坐标 
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变换 ,使 得 可 表示 为 
§ 2 


二 
上 述 变换 由 于 &*(k 二 7r,…,n) 只 与 (x ,…,zx") 有 关 , 因 此 不 涉及 
(zz 1!1). 再 令 工 二 zi (i 二 1,…,r 一 1), 则 在 局 部 坐标 {x') 
下 ,有 


(4. 5. 50) 


iol: (4. 5. 51) 


A, = Span Br 


定理 的 结论 得 证 .上 
三 、 外 微分 方程 与 Frobenius 定理 的 第 二 种 形式 


Frobenius 定理 是 针对 流 形 上 的 切 向 量 场 进行 讨论 的 . 由 于 流 
形 上 的 切 向 量 与 微分 形式 的 对 偶 性 质 ,该 定理 也 可 以 用 外 微分 与 
微分 形式 来 叙述 ,而 且 可 以 看 为 Poincare 定理 的 推广 . 
为 了 用 微分 形式 来 叙述 Frobenius 定理 ,我 们 首先 引进 一 个 关 
于 流 形 上 切 向 量 场 与 微分 形式 之 间 的 引 理 . 
引 理 设 w 是 光滑 流 形 KA 上 的 一 次 微分 形式 ,5,n 是 流 形 上 
的 两 个 切 向 量 场 , 则 有 
(伟人 Am,do) = LO) 一 LEo) — (LE,n],0), 
(4.5. 52) 
这 里 的 圆 括号 表示 对 偶 关 系 , 它 的 性 质 在 第 一 章 中 曾 讨论 过 . 
证 明 ”因为 两 边 对 @ 是 线性 的 ,因此 无 妨 假设 w 是 一 个 单项 
式 , 即 令 


Bzl” 


w= gdf, (4. 5. 53) 
其 中 f,g€Z8( 从 .由 假设 ,有 
dw = dgAdf. (4.5.54) 


由 第 一 章 中 引进 的 外 积 的 性 质 , 我 们 有 
(EAm,daw) 一 (EAn,dgAdf) 
| (6,dg) (€,df) 
| dg) | 


Leg Lf 
EY De 
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=Lg* Lf—Lg* Lf. (4. 5. 55) 
而 

(W180) = (mgdf) = g(11,df) = gLsf, (4.5.56) 

因而 有 

Ll,0) = Ls(gLsf) = Lg * Lyf + geLs(Lsf). 

(4. 5.57) 

同 理 , 有 
LE,o) = Lg * Lf + gLa[lLef]. (4.5.58) 


上 面 两 式 相 减 ,利用 (4. 5. 55) 式 得 
Lm) — L600)= Lg * Lf — Lrg Lef + gLeLs — LnLe)f 
一 (5EAm,dwo) + gLismf 
= (€An,do) + g([€,9],df) 
= (€An,dw) + (LE,n] ,0). (4. 5.59) 
因此 引 理 得 证 .上 
有 了 上 面 的 引 理 , 就 可 以 引入 对 偶 形 式 的 Frobenius 定理 . 设 
有 流 形 KL 上 的 分 布 A,, 对 于 流 形 XK 上 的 任 一 点 p,A,(p) 为 3,() 
的 r 维 线性 子 空间 . 记 
Al(pD) = {0: WE TIT» (MD ,YEE A(p), (Em) = 0). 
(4. 5. 60) 
显然 At (p) 是 余 切 空间 人 7; (从 的 n 一 r 维 线性 子 空间 . 
设 在 点 p 有 


A-(p) = span{€,** ,€,). (4.5.61) 
将 后 ,扩充 为 4 (如 中 的 一 组 基底 {6 ，…,6). 令 {wl ，…， 

w")} 是 9;(. 们 中 与 之 对 偶 的 一 组 基底 , 即 满足 
(&is0) = 61, (4. 5. 62) 

则 显然 有 

Al (p) = span{or Oo"}. (4. 5. 63) 

因此 在 点 p 的 邻 域 上 ,分 布 A- 等 价 于 方程 组 
@ =0 (一 rr 十 1,…，,7) (4.5.64) 
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的 解 流 形 ( 此 方程 组 也 称 为 Pfaff 方程 组 ). 由 引 理 4.1 有 
(é:MN6isdo)= Ls (6;,0') — Ls Co) — (Li,6;],0") 
=— ([éi,€;],0’) (4. 5.65) 
(i 一 1，ri ss 一 了 十 1，…，7). 
当 A, 是 对 合 分 布 , 即 满足 Frobenius 条 件 时 ,由 (4. 5. 65) 式 可 得 
(EA5 da:) 一 0 
(j= 1 rs = r+1,.,n). 
下 面 我 们 要 证 明 满 足 (4. 5. 66) 式 的 duw: 为 
dw’ 一 p> iN (s=r+l,,n), (4.5.67) 


其 中 yi 为 一 次 微分 形式 . 
在 基底 (ol ,…，,o"} 中 ,一 般 地 ,da: 可 表示 为 
do = WAot+ CuaorAos 
k=r+l av 所 1 
(5 一 大 十 1，…，7). 


将 上 述 da: 的 一 般 形 式 代 到 (4. 5. 66) 式 中 ,可 知 A, 是 对 合 分 布 等 
价 于 


(4. 5.66) 


(4. 5.68) 


0= (€,N€, do) 


= 2) (EN yiNw) 十 DCisENE, arAap) 
k=r+l ap 一 1 


= >) C060! 一 9007) 
ap 


=C—C: GJ 一 1 ri 一 rr 十 1 72).(04.5.69) 

由 上 面 的 关系 知 CG; 对 下 标 是 对 称 的 ,又 C; 对 下 标 显然 是 反 称 的 ， 

因此 有 CG; 二 0(i,j==1,…,r; s 二 7 十 1,…,n), 即 得 (4. 5. 67) 式 成 

立 .而 由 第 一 章 中 关于 外 形式 的 性 质 的 讨论 ,我 们 知道 (4. 5. 67) 式 
等 价 于 条 件 

do Aw "MARAw" =0 (s=r++1l,,n). (4.5.70) 

上 面 的 一 系列 讨论 告诉 我 们 ,分 布 A, 在 点 的 邻 域 是 对 合 的 
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等 价 于 (4. 5.70) 式 成 立 . 由 Frobenius 定理 我 们 知道 ,A, 是 对 合 的 
等 价 于 存在 点 的 一 个 局 部 坐标 ,使 得 


A.(p) = span (32, 2 3 : (4.5.71) 
另 一 方面 ,我 们 知道 
AL(p) = span{@™™ ,ov")， (4.5.72) 
因此 一 般 有 
( 90 )= 0 GG= 1 ,ris=r 十 1, ,n). 
oar 
(4.5.73) 


将 @' 二 Dwidz' 代入 到 上 式 , 知 


w=0 (i=1,r;s=r+1l,,n), (4.5.74) 


即 有 
w= >)widr (s=7r+1,%,n). (4. 5.75) 
i=r+1 
比较 (4. 5. 75) 与 (4. 5.72) 两 式 知 
Al (p) = span(dzr+ ydz"}. (4. 5.76) 


(4.5.76) 式 意味 着 在 点 p 的 邻 域内 存在 局 部 坐标 系 (zx! ,…， 
Zz") ,使 子 流 形 
六 一 const (5 一 rr 十 1，…7m) (4.5.77) 
适合 于 Pfaff 方程 组 (4. 5. 64). 这 时 也 称 .Pfaff 方程 组 (4. 5. 64) 是 
完全 可 积 的 . 由 此 Frobenius 定理 可 改写 如 下 的 定理 : 
定理 4.7 Pfaff 方程 组 


w=0 (s=1,.,7) (4. 5.78) 
完全 可 积 的 充分 必要 条 件 是 
do: 人 ol 人 人 …Aor 一 0 (一 1r). (4. 5.79) 


定理 4. 7 就 是 这 一 节 要 得 到 的 最 后 结论 . 
四 、Frobenius 定理 的 应 用 
例 1 设 在 欧 氏 空间 人 中 有 全 微分 方程 
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@ 三 P(rz,y,z)dr++ Q(z,y,z)dy++ R(r,y,z)dz, 
(4. 5. 80) 
其 中 P,Q,R 均 是 6* 上 的 光滑 函数 . 上 述 方程 完全 可 积 是 指 在 
6 中 任 一 点 的 每 一 个 充分 小 的 邻 域内 存在 光滑 函数 下 ,使 得 
F(xr,y,z) = const (4.5.81) 
是 (4. 5. 80) 式 的 首次 积分 . 由 定理 4. 7,(4. 5. 80) 式 完全 可 积 的 充 
分 必要 条 件 是 
doN\w 一 0， (4. 5. 82) 
即 


P( 名 一 问 )+a( 半 一 部)+R( 如 一 况 )= 


(4. 5. 83) 
如 果 记 G=(P,Q,R) 为 中 向 量 场 , 则 上 述 充分 必要 条 件 可 
表述 为 
G. curlG 一 0， (4. 5.84) 
即 该 向 量 场 的 旋 度 和 向 量 场 是 正 交 的 . 
例 2 设 函 数 f(z,y) 和 g(z,y) 满 足 偏 微分 方程 组 


¥ +P f+Qg+R, = 0， 


+Pf+Qg+R, = 0， 
(4. 5. 85) 
塑 + f+Vig+5, 三 .01 


Bg FU,f+Vig+S: = 0， 
By 


其 中 Pi,Q;,R;,U;,Vi,Si(i 二 1,2) 均 是 (zr,y) 的 已 知 函 数 .为 了 判 
断 上 述 方程 组 是 否 完全 可 积 ,可 以 将 它们 写成 两 个 一 次 微分 形式 : 

|e OE (4. 5. 86) 
B=dg+Uf+Vg+s, 


其 中 
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P= Pdri+Pdy, Q= Qdr+i+Q,dy, 
R= Ridrt+Rdy, U=Uidri+U,dy, (4.5.87) 
V=Vidri+Vdy, $= Sidzr+ Sdy. 
采用 延 拓 结构 方法 ,将 (f,g,zr,y) 看 做 是 某 一 四 维 流 形 上 的 坐 
标 ,在 方程 组 (4. 5. 85) 的 解 流 形 上 ,有 
a=p=0. (4. 5. 88) 
按照 定理 4.7,(4. 5. 88) 式 完全 可 积 的 充分 必要 条 件 是 
da Ma ABP 一 0， 
dpAa A\p = 0. 
最 后 ,将 (4. 5.86) 式 代入 到 (4. 5. 89) 式 中 ,得 到 
dP 十 CAU = 0， 
d@ 十 PACQ 二 CAVY = 0， 
dR 十 PAR 十 OAS = 0， 
dU 十 UAP 二 VAU = 0， 
dy 十 UAC = 0， 
dS 十 UAR 十 VAS = 0. 
这 就 是 方程 组 (4. 5. 85) 的 可 积 性 条 件 . 
例 3 气体 力学 中 常见 的 Mayer 方程 组 为 


Te 
a Ey (4. 5. 91) 


(i= 1 ,m; j= 1,.,n), 
其 中 y 是 mXn 个 光滑 函数 . 同样 ,采用 延 拓 结构 方法 ,将 (zz? ,，…， 
zy 看 做 是 十 mm 维 流 形 上 的 坐标 ,构造 m 个 流 形 上 的 
一 次 微分 形式 : 


(4. 5. 89) 


(4. 5. 90) 


w=dy — Dfr mdr (i=1,,m). (4.5.92) 
j=1 


于 是 ,方程 组 (4. 5. 91) 式 等 价 于 
w=0 (i=1,.,m). (4.5.93) 
一 方面 ,由 Frobenius 定理 ,方程 组 (4. 5. 93) 的 完全 可 积 充分 
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必要 条 件 为 

= Da MAw’ (i= 1,.,m); (4. 5. 94) 
另 一 方面 ,由 (4. 5. 92) 式 知 


do =d(dy') A 


一 人 qr Ade 一 DE Bay :Ad 
kj=1 


j=l 一】 


=— 之 de Ndr + Mar No 


j=1 s=1 


可 DD arde 


j=1 s=l 


(ee te + > By 和 dr Adz:. 


癌 ss -ap)-。 


(人 一 1，…723 jk = 1, ,nn). 
此 即 Mayer 方程 组 (4. 5. 91) 完 全 可 积 的 充分 必要 条 件 . 


(4. 5.95) 


习 题 四 


1. 计算 下 列 外 微分 : 

(1) d(Ccosz2zdzl 一 sinzldz2); 

(2) d(2zlzzdzl 十 (zl)2dz2); 

(3) d(6zsdziAdz2: 一 zlzzdzl 人 dz3). 

2. 证 明 : | * (divo) = | *o， 上 * (euno) = | 0. 


3. 设 有 方程 组 至 =g(zyz，2 二 h(x,y,z), 并 设 z= 


及 
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or 
针 和 Y 在 曲面 z= 二 f(x,y) 上 每 一 点 张 成 的 空间 是 曲面 的 切 平面 ， 
同时 ,函数 f(z,y) 的 混合 导数 与 次 序 无 关 对 应 于 XX 与 Y 是 对 
合 的 . : 


2 a v_9 Ds 
f(z,y) 是 方程 组 的 一 个 解 . 记 头 tg 3°Y 区 + 荔 , 试 证 


4. 在 民 中 给 定 
二 8: 9 9 3a 3 8 
& yaz ys 62 zay ?3a2z， Es 37 tay az’ 
求 它们 之 间 的 Poisson 括号 . 


5. 判断 下 列 微 分 形式 是 否 是 闭 形式 和 恰当 形式 : 

(1) 9= yzdz+ zzdy+ zydz; 

(2) 9 一 zdz 十 zydy 十 yzdzi 

(3) 9 一 2zy dzAMdy 十 zdyAMdz. 

6, 令 司 ,所 ,6 是 n 维 向 量 空间 中 的 一 组 基 ,@ ,om…,o@” 
是 其 对 偶 基 ,(& ,0 ) 一 6, 试 证 : det 一 一 记 Chw' 人 ew, 其 中 ;满足 


[6.,6,]=C,6. 
7. 令 4 为 以 gj; 为 度量 的 Riemann 空间 内 有 光滑 边界 的 有 限 
区 域 ,24 是 在 外 为 零 的 p 次 光滑 微分 形式 的 集合 . 引进 24 中 的 
内 积 ， 


(ol ,o? ) 一 |ey x oO2， ,0 EQN. 

(1) 试 讨论 一 点 上 微分 形式 的 内 积 
{al ,0 } =L gn gipipwy sw 
p! hy 
与 上 述 积 分 形式 的 内 积 之 间 的 关系 ; 
(2) 证 明 : 若 定 义 算 子 = (一 1)”**"" xdx, 则 
(dol ,w’)=(@! ,060°); 

(3) 对 于 (2) 中 的 算 子 3, 证 明 : 6 二 0; 
(4) 证 明 : 令 A 二 d8 十 6d, 则 算 子 A 在 Q% 上 是 自 共 轿 的 , 即 
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(Aw! ,0 ) = (0! ,Aw’); 
(5) 对 于 (4) 中 的 算 子 A, 证 明 : Ad 二 dA,A6 二 6A,Ax 一 x 人 A. 
8. 令 针 ,X,，…,X, 为 n 维 Riemann 空间 中 的 正 交 向 量 场 ， 
@1 7 02，… On 为 其 对 偶 基 ,0Oi (Xi ) 一 0 ,并 定义 


站 下 
Wi 二 Ts » QQ; Riuw Ni, 


2 
Qiw 一 22 好 Mi A'*AQ; i MQ » 
二 E02 人 Qi 人 A…AQ; ,i。( 当 为 偶数 时 ). 
求证 : 
(1) op 一 一 oz 


(2) do; 一 一 oj 人 oj ; 

(3) dw; =@a 人 on 一 45 ; 

(4) dQ; = — 0 Mwy 十 oxA 人 DO5 ; 

(5) fo ,9 是 线性 无 关 的 ; 

(6) 8 ,2 均 为 闭 形式 , 即 dp 一 d2 一 0; 
(7) 对 于 xn 一 2, 有 8 一 <cVgdzl 人 dz2; 

(8) 在 伪 Riemann 空间 中 推导 上 述 结果 . 
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§5.1 基本 概念 


一 、Lie 群 


由 S. Lie 提出 的 Lie 群 的 理论 在 近代 力学 ,物理 和 几何 学 中 发 挥 
了 巨大 的 作用 . Lie 群 最 早 提出 是 为 了 求解 微分 方程 而 讨论 的 连续 变 
换 群 .本 书 第 四 章 讨论 过 的 由 方程 (4.4.3) 确 定 的 变换 (4. 4. 8) 就 是 
”一 个 依 于 参数 ; 的 变换 群 . 
Lie 群 是 在 近代 几 门 主要 数学 分 支 的 交点 上 产生 和 发 展 起 来 
的 , 它 把 代数 、 分 析 和 几何 的 思想 结合 起 来 而 又 在 物理 学 和 力学 中 
得 到 了 广泛 的 应 用 . 
在 前 面 各 章 中 我 们 已 经 个 别 地 介绍 过 一 些 变换 群 . 本 章 我 们 
要 系统 地 介绍 这 方面 的 理论 . 但 由 于 Lie 群 研究 的 内 容 很 多 ,有 许 
多 专门 论述 Lie 群 的 专著 ,本 章 只 对 Lie 群 和 Lie 代数 作 一 些 初 略 
的 介绍 ,作为 人 门 的 引导 . 
例 1 在 平面 Ri 上 给 了 旋转 变换 , 它 把 x=(z! ,x’) 变 到 = 
(Zz! ,二 ?) ,这 个 变换 的 式 子 可 以 写 为 0(2), 即 


¥ = Ax, (5.1.1) 
式 中 
cosp 一 Sinp 
AD = 人 ) (rp<D. (5.1.2) 
sing cosp 


对 参数 p 的 一 个 值 ,我 们 有 一 个 变换 ,于 是 将 PE [一 xz] 和 
0(2) 中 的 元 素 一 一 对 应 起 来 . g 二 0 对 应 于 便 同 变换 即 群 中 的 单位 
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元 素 A(0) ,4(p) 的 逆 变 换 为 4( 一 9p). 连续 两 次 变换 p,y, 结 果 是 
4A(p) :A(W = Alg+D, 
这 就 是 变换 的 乘法 . 由 此 可 见 这 是 一 个 单 参数 群 . 
现在 我 们 一 般 地 来 讨论 连续 变换 群 . 设 给 了 流 形 .人 上 的 变换 
群 9, 则 多 的 元 素 g 确定 了 流 形 A 到 自己 的 一 个 对 应 , 记 为 
gEYq, g: MU. (5.1.3) 
若 这 个 变换 由 函数 关系 g 来 实现 , 令 w ,w 为 流 形 KL 上 的 两 个 对 应 
点 的 坐标 , 则 点 的 变换 为 
g: W = p(g,w). (5.1.4) 
定义 5.1 如 果 由 变换 g 构成 的 集合 9 满足 下 面 的 四 个 条 件 : 
(1) 当 g==e( 单 位 元 素 ) 时 ,有 p(e,w) 一 w; 
(2) 对 于 Vgi,8g: E99,3g;E€9, 使 得 若 w = 二 gpg(gi,Ww) ,Ww = 
P(82 ,Ww ), 则 有 
WwW = yp(g2W) 一 pg 2(8 yw)) = plg3w) = yp(f (gi,82),w), 
这 里 g; 一 (sg:,8:) ,也 就 是 说 在 9 中 按 上 式 定义 了 乘法 ; 
(3) 按 以 上 定义 的 乘法 符合 结合 律 , 即 
pg3r9 (82 0981,W))) = pf (g2,83) 981 ,Ww)) 
= pg(g3,9(f(g1,82),w)) 
= 9p(f(g1,f (8 ,83)),w) 
i plflf lg ,B82) ,83) ,Ww), 
亦 即 f(g1,f(g2,83))=f (f(g1,82) ,83); 
(4) 对 于 gE€9,3jg  E9g, 使 得 有 
pl(g G8 ,w)) 一 p(eyw) 一 w， 
则 称 为 Lie 变换 群 (简称 Lie 群 或 变换 群 ). 
满足 以 上 几 条 ,我 们 也 说 定义 了 一 个 流 形 XA 上 的 Lie 变换 群 . 
在 本 书后 面 的 讨论 中 ,我 们 还 要 求 : 
(1) 上 述 函数 9 与 了 都 是 无 穷 可 微 的 ; 
(2) 对 于 Lie 变换 群 乡 中 的 元 素 ,可 以 由 一 个 流 形 KA 上 的 开 区 
域 Y 中 的 点 来 表述 . 


第 五 章 Lie 群 与 Lie 代 数 181 


一 般 我 们 假定 A 是 包含 x=0 的 邻 域 . 在 这 个 假定 下 ,对 上 述 
中 的 元 素 g 就 可 以 引进 坐标 ,以 x 二 (zx! ,zx?,… ,zx") 来 表示 g, 于 
是 g; 二 f(gi ,gz) 这 一 式 子 可 以 一 般 地 表 为 无 穷 光滑 的 向 量 函 数 : 

z= f(x,y). (5:17:5) 

可 见 , 讨 论 Lie 变换 群 的 问题 归结 于 讨论 函数 f 的 问题 ,f 定 

义 为 
f: Mx MH. (5.1.6) 

上 述 就 是 一 般 Lie 变换 群 所 满足 的 条 件 . 请 读者 试验 证 我 们 在 

前 几 章 中 所 引进 的 各 种 变换 群 的 例子 都 是 满足 这 些 条 件 的 . 


二 、Lie 群 核 


从 前 面 的 讨论 可 知 ,在 变换 群 中 ,由 (5. 1. 5) 式 定义 的 2z 元 函 
数 z 一 J(x,y) 是 很 重要 的 . 它 本 身 在 流 形 上 定义 了 一 个 二 元 运算 ， 
现在 我 们 来 讨论 当 变换 p 组 成 变换 群 时 ,函数 z=J(x,y) 应 当 满足 
什么 条 件 . 

设 在 原点 e 二 (0,0,…,0) 的 邻 域 Y 上 定义 了 光滑 函数 z= 
f(x,y), 它 满足 : 

(1) 车 对 Vx,yEYz= 二 f(x,y) 都 有 定义 且 zEY 则 z= 了 f(x,y) 
定义 了 一 个 从 (x,y) 到 z==f(x,y) 的 运算 ; 

(2) fle,y)=y,f(x,e)=x; 

(3) 车 f(x,y) ,f(y,z)EY 则 有 

ff (x3y),z) = fx, fy,2)); 

(4) 对 于 VxEY, jyEY, 使 得 f(x,y) 二 e. 

定义 5.2 满足 以 上 条 件 (1) 一 (4) 的 向 量 函数 f 的 集合 称 为 
定义 在 W 上 的 Lie 群 核 (有 时 称 为 Lie 群 芽 ). 

由 于 f(x,y) 是 二 元 向 量 函 数 , 当 其 中 的 一 个 向 量 给 定 , 例 如 给 
定 了 8gE9, 则 有 


Ri: f(y,8) = ze yg Eg. (5.1.7) 
这 个 变换 称 为 右 移 动 . 同样 可 以 对 8ES 乡 定义 左 移动 : 
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def 


Li: f(g,y) =z g°y EY. (5.1.8) 
R。 和 工 。 都 可 以 有 逆 变 换 , 即 Re 和 Ls 存在 ,所 以 它们 规定 
了 -> 的 一 个 同 胚 , 即 把 y 变 到 了 z 而 且 是 双方 单 值 的 . 
Lie 群 既然 是 连续 变换 群 ,现在 我 们 考虑 在 Lie 群 乡 上 从 原点 
e 二 (0,0,…,0) 出 发 的 一 条 曲线 : 
a(t) = (a (1) ,a (t),*…,a"(t)), 


它 满足 a(0) =e 并 且 连 续 可 微 . 曲线 a(i) 在 点 e 的 切 向 量 @= 


甜 | _ 称 为 abt) 的 无 限 小 向 量 . 所 有 氏 中 的 向 量 都 可 以 看 做 内 原 


点 邻 域 Y 中 的 过 原点 的 可 微 曲线 的 切 向 量 . 例如 ,曲线 at) 二 at 的 
切 向 量 也 是 w. 
现在 我 们 来 讨论 函数 f(x,y) 在 原点 的 Jacobi 矩阵 是 什么 . 
我 们 显然 有 
af wo) jm F037sAr’ ,e030,%+,0) — f°(0,°%,0;0,°"+10) 


Ar’ x=e ar-o Az” 


在 上 式 分 子 的 计算 中 考虑 到 定义 5. 2 的 条 件 (2). 于 是 我 们 有 


of ' (x,y) 2 
( a2 。_，,)= 工 《单位 矩阵 )， (5.1.9) 
同 理 , 有 
of (x,y) NZ 
( 3 二 工 (5.1.10) 


这 就 是 说 , 左 移动 与 右 移 动 在 原点 的 梯度 矩阵 都 是 单位 矩阵. 
若 纪 , 多 是 Lie 群 ,在 积 流 形 定义 下 ,多 X 也 是 Lie 群 .事实 
上 ,我们 只 要 在 多 X 中 定义 Lie 群 的 乘法 : 若 (8 ,gz), (hi ,hs) EE 
XxXg, 则 
(g1,82) (ja ,hs) = (gi°hi,g2 hs) € G XY,. 
易于 验证 它 仍 符合 Lie 群 的 定义 . 群 多 X 终 称 为 多 与 多 的 直 积 . 
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三 、Lie 代数 


定义 5.3 设 有 线性 向 量 空间 4. 车 在 其 中 定义 了 反对 称 的 
双 线 性 算 子 (也 称 为 Lie 积 ): 

[.，.]: PX LP, (5.1.11) 
并 且 对 YE, 6E 2 ,这 个 算 子 满足 : 

(1) 反 交 换 律 : [6,9] 二 一 [€,9]; 

(2) Jacobi 恒等式 : 

[, [9 的] 十 [7 [6 十 [LE 四 ] = 0, (5.1.12) 
则 称 9 为 一 个 Lie 代数 . 

例 2 在 上 一 章 $ 4.4 中 介绍 的 Lie 导数 的 Poisson 括号 所 满 
足 的 六 条 性 质 正好 符合 Lie 代数 的 定义 . 所 在 流 形 上 的 向 量 场 在 定 
义 了 Poisson 括号 的 条 件 下 构成 了 Lie 代数 . 

例 3 在 三 维 空间 R’ 中 ,向 量 的 外 积 , 即 向 量 的 又 乘 组 成 一 个 
Lie 代数 . 这 一 结论 对 欧 氏 空间 和 伪 欧 氏 空间 都 正确 (参考 第 一 章 
习题 4). 

例 4 设 在 n 阶 阵 的 集合 所 x, 中 ,对 于 4, BE .xs 定义 
Lie 积 : 

[4,B] = AB— BA, (5.1.13) 
其 中 AB 和 BA 都 是 普通 的 矩阵 乘法 . 易于 验证 ,运算 LA,B] 对 它 的 
两 个 元 素 都 是 线性 的 , 且 显然 反 交 换 律 成 立 . 现在 来 验证 它 满足 
Jacobi 恒等式 . 事实 上 ,有 
[4,[B,C]] = A[B,C]— [B,C]A 一 4BC 一 4CB — BCA 十 CBA4. 
将 上 式 中 的 4,B,C 作 轮 换 得 
[B,[C,A]] = BCA — BAC — CAB 十 4CB ， 
[c,[4,B]] = CAB — CBA — ABC + BAC. 
三 式 相 加 得 
[4,[B,C]] 十 [B,[C,4]] 十 [c,[4,B]] = 0. (5.1.14) 
由 乘法 的 定义 (5. 1. 11) 式 , 若 在 一 个 线性 向 量 空 间 上 取 定 了 
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基底 {6;}, 则 由 于 上 述 乘法 的 闭合 性 ,应 当 有 
[€.,6] = cs, 《5.1.15) 
式 中 6 为 常数 , 称 为 Lie 代数 在 基底 {8:} 下 的 结构 常数 . 由 于 Lie 
积 的 反 交换 律 ,有 
cf 一 一 c。 (5. 1. 16) 
同时 由 于 Jacobi 恒等式 成 立 , 因 而 有 
hohe chch 十 cc =0 (li,j,k,l<n). 
(5.1.17) 
(5.1.16) 式 和 (5.1.17) 式 就 是 这 些 结构 常数 应 当 满足 的 条 件 . 
回忆 在 向 量 代数 中 叉 乘 定义 ,有 
@: Xe 一 Enkeky 


这 里 的 ev 就 是 上 述 的 ci ,显然 向 量 的 又 乘 构 成 一 个 Lie 代数 . 
四 、 变换 诱导 的 切 向 量变 换 


设 A 和 WW 都 是 n 维 流 形 ,在 第 三 章 定义 3.4 中 我 们 定义 了 流 
形 之 间 的 映射 : 

F: MU—>h. (5.1.18) 
现在 设 xE .Ah, 并 且 &€ 94.(A), 我 们 要 定义 AW 上 一 个 由 映射 F 引进 
的 与 & 相对 应 的 切 向 量 n9€E 久 (从 ,其 中 

y= Fx,zr, sr) (=1,2,%,n), (5.1.19) 
而 向 量 和 的 定义 为 


: = OF er 
7 = Ie (5.1. 20) 


这 个 式 子 实际 上 给 了 天 (A ) 一 和 (W ) 的 一 个 对 应 , 它 是 由 变换 下 
诱导 的 切 空间 的 映射 : 
F.: (MM) Tew (WN ). (5. 1. 21) 
可 以 看 出 ,F. 是 一 个 线性 变换 , 亦 即 线性 映射 .和 下 , 相关 的 是 
将 了 (WW ) 的 余 切 空间 了; (NW ) 映 射 到 I; (A ) 上 的 上 映射: 
F*:I;(N)—>I: Ah). (5. 1. 22) 
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若 令 gE 了 : (从 ,BEI; (NW), 则 由 切 空间 与 余 切 空间 的 对 侦 
关系 : 
6=p na By Bt, (5.1.23) 
有 
Be. (5.1. 24) 


即 F* 的 转换 秆 阵 仍然 是 (3). 


变换 (5.1.20) 可 以 这 样 来 理解 : 令 y: x 一 x(b) 是 .以 上 过 点 x。 
的 光滑 曲线 , 它 在 x。 点 的 切 向 量 为 


a 一 名 (5.1.25) 


式 中 假设 x(io) 二 xo. 当 人 经 过 变换 后 ,曲线 y 变 到 了 W 上 的 曲 
线 5: 
6: Y(t) = Pn) ,ze t)), (5.1.26) 
它 在 yp 二 F(xo) 点 的 切 向 量 为 
7 = dy aF’ , dzi(t) 


OF e; 
di |-。 ar; dt 


:0 8z 


(5. 1. 27) 
这 就 是 公式 (5. 1. 20). 它 给 了 一 条 曲线 变换 前 后 切 向 量 之 间 的 
关系 . 

有 了 切 向 量 之 间 的 变换 讨论 ,现在 回 到 Lie 群 上 来 . 由 于 在 Lie 
群 上 引进 了 坐标 ,我 们 就 可 以 把 9 也 看 做 流 形 . 既然 Le 和 R。 都 
是 流 形 9 到 自己 的 变换 , 则 对 它 也 可 以 引进 如 (5. 1. 20) 式 规定 的 
切 向 量 的 变换 . 例如 ,对 左 移动 Le, 由 (5. 1. 8) 式 ,可 以 认为 它 是 由 
变换 

Lei: z= f(gyy sy sy") (5. 1.28) 
来 规定 的 . 在 这 个 变换 下 , 切 向 量 由 点 y 的 € 变 到 点 z 的 ?了 ,根据 
《5.1. 20) 式 ,其 变换 公式 由 下 式 给 出 : 
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= og (5.1.29) 
oay’ 


根据 上 面 的 讨论 ,我 们 引进 如 下 的 定义 : 

定义 5.4 如 果 在 Lie 群 9 上 ,对 于 任意 的 gE€ 所 定义 的 左 
移动 变换 (5. 1. 28) 诱 导 的 切 向 量 的 变换 (5. 1. 29) ,能 使 某 个 向 量 8 
保持 不 变 , 则 向 量 称 为 9 的 左 不 变 向 量 , 即 满足 : 


gi(z) = 5 (gE CY). (5. 1. 30) 


ts 显然 由 于 (5. 1. 30) 式 
在 Lie 群 乡 上 都 成 立 , 所 以 当 8 一 e,y 一 e 时 也 应 成 立 . 令 &'(y) 王 


gi(e) 二 ai'(ai 为 任意 的 常量 ), 由 于 (5.1. 30) 式 右 喘 的 矩阵 (2 ) 在 


点 3 二 e 为 单位 矩阵 ,所 以 它 在 点 ?=e 的 邻 域内 非 退 化 . 于 是 由 
(5.1. 30) 式 可 以 在 点 e 的 邻 域内 唯一 地 确定 一 个 向 量 场 (&'(z))， 
即 在 点 e 的 邻 域内 确定 了 一 个 左 不 变 向 量 场 . 这 一 事实 将 点 e 邻 域 
内 的 左 不 变 向 量 场 与 过 点 e 的 乡 的 切 向 量 a 一 一 对 应 了 起 来 , 即 
7.( 银 的 向 量 空间 与 的 左 不 变 向 量 场 建立 了 对 应 关系 . 由 于 9.(9) 
是 n 维 的 ,所 以 左 不 变 向 量 场 也 是 n 维 的 . 
同样 我 们 也 可 以 定义 右 不 变 向 量 场 . 


§ 5.2 Lie 群 与 Lie 代数 


一 、Lie 群 的 Lie 代数 


上 一 节 我 们 定义 了 Lie 群 9 的 左 不 变 向 量 场 ,并 且说 明了 左 不 
变 向 量 场 和 定义 在 e 处 的 切 空间 79.(9) 的 向 量 是 一 一 对 应 的 . 现在 
我 们 对 9.(9) 来 进行 讨论 . 我 们 发 现 7.(3) 内 除了 可 以 定义 加 法 和 
数 与 向 量 的 乘法 以 外 ,还 可 以 定义 Lie 乘法 . 

令 a,BEI.CY) ,并 定义 了 相应 于 它们 的 两 个 在 多 中 的 向 量 场 
和 .由 上 一 节 的 讨论 ,58,99 在 多 上 是 光滑 的 ,所 以 按照 第 四 章 
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$4.4 的 讨论 我 们 可 以 定义 它们 的 Lie 导数 : Le,L 和 Lie 括号 
[人 中. 容易 验证 Lie 括号 对 不 变 向 量 场 来 说 是 封闭 的 , 即 若 ,19 都 
是 不 变 向 量 场 , 则 [5, 人 也 是 不 变 向 量 场 . 

在 第 四 章 我 们 知道 , 若 6,(i 二 1,…,n) 是 Lie 群 9 上 的 左 不 变 
向 量 场 , 则 有 

[6.,€,] = cté,, (5.2.1) 

这 里 必 是 结构 系数 . 现在 我 们 来 证 明 对 于 Lie 群 9 的 左 不 变 向 量 
场 来 说 ,cs 是 常数 . 事实 上 ,由 (5. 1. 30) 式 ,对 于 任意 的 yE ,我 
们 有 

[€C9),€,Cy)]= [f.€Cx),f.€ (x)] 一 了 [ECe),5(Ce)] 

一 .cigt(e) 一 cj .ECe) = cly), 


(5.2.2) 
就 是 说 是 常数 . % 称 为 Lie 群 的 结构 常数 , 即 若 w ,a;€ 9.(9) , 则 
[a;,a;] chan. C52 


显然 ,由 Lie 括号 的 性 质 知 ,cs 满足 85. 1 中 的 (5. 1. 16) 和 
(5. 1. 17) 两 组 恒等式 , 且 (5. 2. 3) 式 满足 定义 5. 3 关于 Lie 代数 的 
要 求 . 所 以 我 们 有 结论 : 
定理 5.1 Lie 群 9 在 原点 e 的 切 空 间 9.(9), 在 引进 Lie 积 
(5.2.3) 的 条 件 下 组 成 一 个 Lie 代数 (这 个 Lie 代数 记 为 y, 称 为 群 9 
的 Lie 代数 ). 
例 1 考虑 变换 群 92n,R). 由 于 两 个 连续 的 变换 相当 于 两 
个 矩阵 的 乘积 ,我 们 可 以 用 
Z= F(X,Y) = XY 
表示 群 变 换 规律 . 为 了 求 变 换 群 的 左 不 变 向 量 场 ,考虑 
Z = IY, (5.2.4) 
令 玉 ==I 十 6) ,T=I 十 7(2) ,Yi 二 IT 十 h(t) ,上 式 即 可 写 为 
I+6é6(2)= (T+Y(2)) » (T+ m2)) 
= (T+ YC2)) . (I+ mm (0)), 
这 里 Y( ,th (1) 和 6() 都 是 矩阵 ,t 是 群 参数 ,矩阵 本 二 了 十 y(1) 就 
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是 (5.1. 28) 式 中 的 g. 上 式 的 后 一 个 等 号 成 立 是 由 于 刀 是 左 不 变 
向 量 场 , 它 由 t=0 的 值 =zh.(0) 通 过 (5. 2. 4) 式 决定 . 

设 我 们 还 有 一 个 由 (5. 2. 4) 式 所 确定 的 左 不 变 向 量 场 忆 二 
TCD ,Za 一 FY: ,7: 一 TI 十 态 ( ,和 (0) 一 wx, 即 有 

I+é(2) 一 (TI 十 y(D) . (I+e). 
由 第 四 章 所 定义 的 Lie 导数 ,进而 考虑 这 两 个 左 不 变 向 量 场 的 
Poisson 括 弧 ,我 们 有 
[Zi,21]= (GT 十 ED)。GI 二 5CD) 一 (TI 十 ECDO)。(GTI 十 ED) 
= (1+7(2)). (ap — Pa) = (I+7¥(2)) . La,p]. 

这 说 明 两 个 矩阵 变换 群 左 不 变 向 量 场 的 Poisson 括 弧 与 其 在 单位 
向 量 处 的 向 量 ( 即 常 矩 阵 上 的 矩阵 Lie 代数 ?是 同 态 的 . 

例 2 一 、 二 维 Lie 代数 的 分 类 . 

Lie 代数 决定 于 定义 在 它 上 的 Lie 积 (5. 1. 15) 的 结构 常数 中 ， 
不 同 的 性 就 得 到 不 同 的 Lie 积 . 这 些 结构 常数 当然 还 应 满足 (5. 1. 16) 
和 (5. 1. 17) 两 式 . 这 里 我 们 先 研究 一 、 二 维 Lie 代数 的 分 类 . 

对 于 一 维 情形 ,只 有 一 个 基 向 量 x, 而 且 其 乘积 Lc,a] 一 0. 

对 于 二 维 情形 ,有 两 个 线性 无 关 的 基 向 量 a,p, 它 们 可 能 有 两 
种 情形 : 

(1) 一 种 是 所 有 的 Lie 积 都 是 0, 即 [ga,a]=[p,p]=[a,p]=0; 

(2) 如 果 Lie 积 不 全 为 0, 则 有 [a,P] 二 aa 十 bp. 无 妨 假 定 b 关 


0, 且 令 a 一 了 ,0s 一 a 十 为 新 的 基 向 量 , 则 有 


[el,o] 一 [os,os] 一 0， [aas] = @. 
这 就 是 二 维 情形 下 全 部 的 Lie 代数 , 即 只 有 以 上 两 种 . 
例 3 三 维 Lie 代数 的 分 类 . 
对 于 三 维 情形 ,我 们 先 来 研究 结构 常数 应 该 具有 的 性 质 . 由 
于 在 三 维 情形 下 有 27 个 常数 ,考虑 到 i,j 的 反对 称 性 (5. 1. 16) 
式 , 共 有 9 个 常数 ,因此 我 们 假设 
co = eb" + 6a: — Ota,. 二 


第 五 章 Lie 群 与 Lie 代 数 189 


将 上 式 代 入 (5.1.17) 式 ,得 到 
bia; = 0. (5.2.6) 

这 表示 向 量 (a;) 要 么 是 零 向 量 ,要 么 是 矩阵 (BW ) 的 零 特 征 值 所 对 应 
的 特征 向 量 . 通过 变换 把 (好 ) 化 为 对 角形 , 即 刀 一 0 8 ( 不 求 和 )， 
其 中 52 ,62 ,6 中 为 特征 值 .于 是 可 以 设 (a;) 二 (a,0,0), 则 6 为 零 
或 a. 这 时 ,我 们 的 基 向 量 之 间 的 关系 可 以 写 为 

[ee] = aes + bY es, 

[Le ,es] 一 ge， 

[es,e] 一 0%2e, — aes. 
考虑 a 与 5 的 各 种 不 同 的 可 能 情况 ,三 维 Lie 代数 可 以 有 如 下 的 
分 类 ( 见 文献 [6]): 


类 型 a bY b'? bY 
I 0 0 0 0 
I 0 1 0 0 
I 1 0 1 二 
TV 1 0 0 1 
V 1 0 0 0 
Vo 0 1 二 下 0 
V a 0 1 一 1 
Wo 0 1 上 0 
WI a 0 1 1 
出 0 1 1 一 1 
x 0 1 1 1 


其 中 第 工种 类 型 对 应 于 平移 群 ,而 第 区 类 型 对 应 于 Y0(3). 
二 、 单 参数 Lie 群 


在 第 四 章 $ 4. 4 中 我 们 讨论 了 单 参数 Lie 群 . 对 给 定 的 一 个 向 
量 场 ,可 以 得 到 一 族 自治 的 微分 方程 (4. 4. 2), 它 在 适当 的 初 条 件 
下 的 解 可 以 看 做 一 个 在 初 条 件 xz 邻 域 的 变换 (4. 4. 4). 根据 本 章 的 
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讨论 ,这 个 变换 也 可 以 看 做 一 个 Lie 群 ,又 由 于 变换 是 由 一 个 参数 t 
决定 ,所 以 也 称 为 单 参数 Lie 群 . 

我 们 既然 在 Lie 群 9 上 引进 了 左 不 变 向 量 场 8, 便 可 以 在 初 条 
件 e 下 ,确定 一 条 曲线 y, 即 令 积分 曲线 y 过 e 来 确定 ,从 而 确定 一 
个 单 参数 Lie 群 . 把 这 个 单 参数 Lie 群 记 为 g(z) , 易 知 

Fg(s) = g(t s), 827 

其 中 F, 是 对 应 于 g (2) 的 映射 . 另外 ,y 的 切 向 量 为 6, 并 且 y(0) 一 
e. 显然 , 单 参数 Lie 群 g(1) 在 一 般 情 形 下 也 是 Lie 群 的 一 维 
子 群 . 

我 们 既然 把 左 不 变 向 量 场 & 与 过 点 e 的 乡 的 切 向 量 @ 之 间 建 
立 了 一 一 对 应 ,那么 从 向 量 a 出 发 ,我 们 也 可 以 建立 一 个 更 为 简单 
的 过 点 e 的 积分 曲线 . 这 条 曲线 和 刚才 得 到 的 y 是 一 一 对 应 的 , 记 
为 7. 我 们 令 单 参数 Lie 群 为 


y = ff (8) 3 7, ,7"), (5. 2.8) 
则 沿 xY(z) 有 
学 = 四. 坚 人 = 36 Co = eo). (5.2.9) 
现在 考虑 曲线 pa 


坚 二 &i(e) 二 aiy'(e) (对 i 不 求 和 ). (5.2.10) 


ee 它 有 解 
7: y(t) 一 exp(at)， 052 11> 
且 该 解 满足 : 
TDF(s) = Y(t). (5.2.12) 
这 一 把 y 与 7 建立 对 应 的 映射 称 为 指数 映射 . 这 是 因为 在 点 e 的 
邻 域内 近似 地 有 
7 = exp(7t). C0 2139 
例 4 若 对 YXn, 民 ) 来 讨论 , 令 和 E9GUa,R) ,而 9(0 是 对 应 
的 单 参数 子 群 , 则 
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三 Sl 
exp(tX) = g(t) = 3 于 CD) (5. 2. 14) 
故 有 
d 
了 一 9X， 当 上 = 0 时 ,9(0) = 工 
例 5 若 对 三 维 空间 民 中 绕 z 轴 的 旋转 变换 为 
cost —sint 0 
Y3(t) = exp(tX3) = |sint cost » (5.2.15) 
0 0 1 
则 对 应 的 在 原点 的 切 向 量 为 
0 一 1 0 
A -| | 二 
”lo oo 
三 、Taylor 展 式 


由 于 我 们 整个 理论 是 在 Lie 群 乡 的 原点 e 的 邻 域内 讨论 的 ,所 
以 前 面 讨论 的 全 部 理论 都 可 以 用 点 e 邻 域 的 Taylor 展 式 来 得 到 . 
对 于 Lie 群 核 来 说 , 令 
= f(T Ty TY yy ， (672 2) 
将 上 式 展 为 Taylor 展 式 , 可 写 为 
二 十 六 十 的 ziy! 十 (三 次 以 上 的 项 )， (5.2. 18) 
它 显然 满足 8$ 5.1 中 对 Lie 群 核 的 四 条 要 求 . 
在 (5. 2. 18) 式 中 , 若 令 x* 一 8,y 一 (表示 一 条 Lie 群 上 的 曲 
线 , 则 这 条 曲线 在 左 移动 L。 下 变 到 : 


z(t) = 十 y(t) 二 +. (5.2.19) 
在 这 个 式 子 中 , 令 y'(?) 在 点 e 的 切 向 量 为 a, 则 有 
坚 区 一 地. (5. 2. 20) 


这 就 是 向 量 空间 9.(9) 的 向 量 . 
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若 令 
We tS (5.2.21) 
y(t) = Bi+…, 
则 zi(t)=(aitpB)tt+ bap t+. 
再 令 
zi(t) = fi (yx) = (ai +B)t+aBit 十 …， 
于 是 有 
[a,p]'= de Ce ee SS df Cp = fy)] 
E a z a 
[> | i a 
de ‘2D] = 6 (5. 2. 22) 
记 
的 一 丰 二 ci， (5. 2. 23) 
则 (5. 2. 22) 式 变 为 
[a,p]' = cxazp4. (5. 2. 24) 


由 (5.2. 23) 式 和 (5. 2. 24) 式 还 可 以 验证 关于 性 的 Jacobi 恒等式. 
现在 我 们 对 Lie 群 来 讨论 . 令 在 35.1 中 讨论 的 Lie 群 9 为 
y' = 9 (a,x), (5..2.25) 
式 中 x,y 为 流 形 KH 上 的 两 点 ,而 向 量 a€ 9, 则 对 于 9 上 的 一 条 曲 
线 , 可 表示 为 
y(t) = x 二 a Wx) 二 + = x 二 aW(x)t+…， 


(5. 2. 26) 
这 里 
WO = (2 ) (5. 2.27) 
Qa a=e 
向 量 
E = aW(x) (5. 2. 28) 
是 藉 ( 急 上 的 向 量 .在 这 条 轨道 上 , 当 t==0 时 ,y= 二 x, 并 且 
dy 6 = aw(x). (5. 2. 29) 


dt 
显然 ,(5. 2. 29) 式 的 积分 是 单 参数 变换 群 . 
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在 前 面 的 讨论 中 我 们 反复 说 ,给 了 一 个 Lie 群 , 可 以 引出 在 
它 上 面 的 Lie 代数 . 现在 我 们 要 反 过 来 问 : 给 了 一 个 代数 结构 , 即 
给 了 遵从 (5. 1.16) 式 和 (5.1.17) 式 的 必 , 能 否 找 到 一 个 Lie 群 ， 
它 的 Lie 代数 的 结构 常数 就 是 必 呢 ? 这 个 问题 称 为 Lie 第 三 定理 
的 逆 定 理 . 回答 是 肯定 的 . 由 于 这 个 问题 的 证 明 有 一 定 难 度 且 较 
长 ,所 以 我 们 不 去 讨论 它 . 
例 6 考虑 平面 上 的 运动 群 : 
一 zlcosal 十 zsinal 十 az， 
《95.2.30% 
y* =— Zz!sinai + x cosai + as. 
它 是 一 个 三 参数 的 变换 群 . 今 
ai 二 ait 二 +*…， 


则 利用 Taylor 展 式 有 


W(x) = 


zx’ —z! 
1 0 | (5. 2. 31) 
0 1 

可 见 ,在 Lie 代数 中 有 三 个 向 量 : 6 二 (zx?, 一 zx1),é&, 二 (1,0),é&, 一 
(0,1). 对 应 的 Lie 导数 为 


9 9 
Li, 一 和 2 Br 到 3 Ls, = 


9 
Le = 3 


(5.2. 32) 
它们 对 应 的 三 个 单 参数 变换 群 可 以 通过 积分 得 到 ,其 几何 意义 为 : 
第 一 个 为 旋转 变换 ,后 两 个 为 平移 变换 . 


9 
Bzl” 


§ 5.3 Lie 群 的 同 态 和 同 构 


一 、 代数 系统 的 同 态 . 同 构 和 自 同 构 


Lie 群 的 代数 性 质 抽象 为 Lie 代数 成 为 一 门 独立 的 学 科 , 它 是 
研究 Lie 群 的 强 有 力 的 工具 . 为 了 把 Lie 群 讨论 得 深入 一 些 ,我 们 
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介绍 它 的 一 些 初步 知识 . 

一 个 集合 引进 了 代数 运算 ,就 构成 了 一 个 代数 系统 . 前 面 介绍 
的 Lie 群 就 是 一 个 代数 系统 . 

定义 5.5 设 给 了 两 个 代数 系统 了 和 了 ,其 中 7 的 元 素 记 为 6, 而 
了 的 元 素 记 为 z. 在 每 一 代数 系统 中 均 定义 了 运算 “x ”如 下 : 在 9 中 ， 
gx*0z 二 03; 在 9 中 ,ni xz 王 t. 如 果 在 和 了 的 元 素 之 间 给 了 一 一 对 
应 的 关系 plo) 二 rt, 并 且 p 还 保持 运算 的 对 应 , 即 

plo3) 一 oa * 02) = plo1) p02) = nx*r = tr, 
(5. 3.1) 
则 称 在 %7 之 间 建 立 了 同 构 对 应 . 这 时 又 称 7 与 了 是 同 构 的 . 

应 当 指出 的 是 ,在 一 个 代数 系统 中 可 能 建立 了 不 止 一 种 运算 ， 
例如 加 法 和 乘法 等 ,这 时 要 两 个 代数 系统 同 构 需要 这 个 对 应 关系 
保持 所 有 这 些 运算 . 

例 1 令 9 是 实数 集 R ,考虑 RR 中 的 加 法 运算 ,而 7 是 形 如 5 二 
(。 “的 箱 阵 集合 ,其 中 定义 了 逢 阵 乘 法 ,a€ RR. 显 然 志 与 a€ 民 
之 间 建 立 了 一 一 对 应 ,这 个 对 应 是 同 构 对 应 . 因为 按照 矩阵 乘法 
VaTp — Taro. 

定义 5.6 如 果 在 定义 5.5 中 ,9 和 3 的 元 素 之 间 不 是 一 一 对 
应 ,而 可 能 是 了 中 的 多 个 元 素 和 9 中 的 一 个 元 素 建立 了 对 应 , 则 这 
种 对 应 称 为 同 态 对 应 . 这 时 则 称 Y 与 7 是 同 态 的 . 

显然 同 构 是 同 态 的 特殊 情形 . 


0 一 sing 
例 2 令 7 是 形 如 wm 一 (jy wy 的 逢 阵 组 成 的 集合 ,0€ 


[0,2r) ,而 了 是 实数 集 R , 则 9 中 的 矩阵 乘法 和 了 中 的 实数 加 法 是 
同 态 的 . 同时 因为 了 中 bg 十 2&r(&R 一 0, 士 1, 士 2,…) 和 as 是 对 应 的 ， 
显然 这 是 一 个 同 态 对 应 . 

作为 同 构 的 特别 情形 , 当 和 了 是 无 限 的 连续 集合 时 , 若 同 构 
对 应 还 保持 了 连续 性 和 可 微 性 , 则 称 这 种 同 构 对 应 为 同 胚 对 应 . 显 
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然 例 1 的 同 构 对 应 是 同 胚 的 . 

同 构 对 应 的 另 一 种 特别 情形 是 当 和 了 就 是 同一 集合 , 同 构 对 
应 p 是 把 同一 集合 的 元 素 对 应 于 另 一 元 素 , 但 保持 运算 , 即 ; 对 于 
also 19039T1 TtT2 TE pploi) =ri(i=1,2,3), 且 有 

O02 一 03， TXT 一 Ts。 
这 时 称 为 在 Y 上 建立 了 自 同 构 . 以 Lie 群 乡 为 例 , 令 8SE9 为 乡 中 的 
任 一 元 素 , 则 
o(a) = gog '€Y 

就 建立 了 儿 上 的 一 个 自 同 构 .这 是 由 于 

polo *02) = B010:8 "= 8018 8528 "= (Cai) x plg2). 

定义 5.7 ”如果 一 个 代数 系统 的 元 素 和 和 矩阵 的 元 素 之 间 建 立 
了 对 应 关系 ,而 且 代 数 系统 的 运算 和 和 矩阵 的 运算 建立 了 同 构 对 应 
关系 , 则 这 种 同 构 提供 了 一 个 用 矩阵 表示 代数 系统 的 途径 , 这 种 同 
构 称 为 代数 系统 的 (和 矩阵) 表示 . 

现在 我 们 研究 的 对 象 是 群 ,研究 它 的 表示 方法 称 为 表示 论 . 后 
面 我 们 会 简单 地 介绍 Lie 群 和 Lie 代数 的 表示 . 


二 、Lie 代数 的 矩阵 表示 


利用 Poisson 括 弧 [。，，], 我 们 可 以 把 Lie 代数 的 运算 和 拢 
阵 建立 对 应 关系 . 这 种 同 构 对 应 称 为 Lie 代数 的 矩阵 表示 . 
令 ei(i 二 1,2,…,n) 为 Lie 代数 y 的 基 向 量 , 则 有 
[eej] = cser. (C573.2) 
可 以 把 上 式 看 为 e 作用 在 e; 上 的 算 子 , 记 为 adje;, 则 上 式 可 以 改 
写 为 


adje;(e;) 一 chex. 
于 是 任何 一 个 y 中 的 向 量 ga==aie; 可 以 表示 为 
adja(ej) = aicsek = mes. (5. 3.3) 
这 样 对 于 向 量 6; ,我 们 得 到 一 个 矩阵 M 二 (mi) 来 表示 任 一 向 量 @ 
对 它 的 作用 . 
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由 Jacobi 恒等式 ,显然 有 
adj[a,p] = adja adjp — adjp adja. (5. 3.4) 
其 实 ,只 要 对 a 二 e;,p 二 e; 直接 利用 Jacobi 恒等式 验证 上 式 即 可 . 
例 3 在 $5.2 的 例题 中 我 们 讨论 了 平面 上 平移 和 转动 三 个 
向 量 ,它们 组 成 了 一 个 Lie 代数 . 若 记 ea 一 (1,0) ,ez 二 (0,1),es 
(一 yz), 可 以 直接 计算 这 些 向 量 的 Poisson 括 弧 : 
[el,es] 一 0， [eses]=e, [ee:] 一 一 el. 


利用 [ei,e;j 二 ce ,把 它 和 上 式 对 照 可 以 直接 得 到 c : 


clz 0， os ca 0， cls 1， ci ca 一 0， ch 一 1， 
其 余下 标 具 有 反对 称 性 . 利用 (5. 3. 3) 式 ,我 们 有 

0 0 0 0 0 一] 
adje=|0 0 1 w= | 0| 

0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 
adj e; = 区 0 | 这 = 

它们 之 间 显 然 有 


[E,E,] 一 O， [E,E]= E,, [E;,E:] =—E,, 
这 里 的 矩阵 乘法 采用 (5. 1. 13) 式 所 定义 矩阵 Lie 代数 乘法 . 


$5.4 不 变 量 


一 、 不 变量 的 定义 


在 几何 学 和 物理 学 中 ,对 于 不 变量 的 研究 占有 中 心 的 位 置 . 现 
在 我 们 要 讨论 不 变量 的 一 般 提 法 . 
定义 5.8 一 个 函数 f(x) 在 Lie 变换 群 p(g,x) 作 用 下 称 为 不 
变量 ,如 果 有 
f(x) = f(gp(g,x)). (5.4.1) 
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这 个 定义 说 明 不 变量 在 任何 单 参数 群 上 保持 为 常量 . 
我 们 曾经 说 过 主要 讨论 局 部 理论 ,因而 这 里 只 讨论 点 了 在 点 
的 邻 域内 的 情形 . 满足 这 种 条 件 的 Lie 变换 群 我 们 称 为 局 部 传递 变 
换 群 . 若 有 一 个 Lie 变换 群 对 x 来 说 是 局 部 传递 的 , 则 它 过 点 x 的 
轨 线 的 切 向 量 存在 . 由 于 切 向 量 场 的 Lie 导数 作用 在 这 个 切 向 量 场 
上 的 第 一 积分 时 总 是 为 零 的 (第 四 章 8$ 4. 4), 因 此 ,在 局 部 传递 变 
换 群 的 条 件 下 ,总 存在 不 为 常数 的 不 变量 . 
事实 上 , 令 W(x) 是 3§5.2 中 定义 的 变换 群 ?一 p(g,x) 对 应 的 
由 式 (5. 2. 27) 定 义 的 矩阵 ,~ 是 它 的 行 向 量 数 , 并 令 V(x) 是 由 
W(x) 的 极 大 线性 无 关 行 向 量 组 成 的 矩阵 ,其 行 数 为 x (过 7). 对 于 
函数 f(x) , 记 u 二 gradf ,我 们 说 f 是 不 变量 的 充分 必要 条 件 是 : 
Vlx)u = 0. (5.4.2) 
对 于 xr 之 n 时 ,上 式 只 有 唯一 解 , 即 w= 二 0, 也 即 只 有 平凡 的 不 变量 . 
为 了 得 到 非 平凡 的 不 变量 ,只 要 降低 V(x) 的 维 数 ,比如 说 从 中 去 掉 
若干 行 向 量 , 即 可 得 到 w 的 非 平 凡 解 ,从 而 积分 得 到 f(x), 这 时 
f(x) 沿 某 个 子 变换 群 是 不 变量 . 
另 一 种 得 到 非 平凡 的 不 变量 的 办 法 是 推广 变换 群 的 作用 范 
围 到 
R"QOR"Q@…QR" 


4 个 


上 去 , 令 
GO x sx se Xe) = (gl(g» x) CS) ,pg x)), 
(5.4.3) 
这 里 x*(i 二 1,2,…,&) 都 是 R" 中 的 向 量 . 令 
X= (x ,x ,x) ER™, 

这 时 我 们 得 到 一 个 nk 维 空间 中 的 变换 . 它 的 Lie 导数 

Vex) = [Ve ) ,Vr ) ,V(x)] (5.4.4) 
在 这 个 和 矩阵 中 V(x) 出 现 了 k 次 ,只 是 变量 不 同 .我 们 将 V(x) 作 
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用 在 延伸 了 的 梯度 算 子 
grad' f = (gradr f,grad 2 f,* ,grad +f) 
上 , 即 : 将 每 一 个 V(x') 作 用 在 梯度 算 子 grad:f 上 ,由 于 V(x) 的 
秩 为 x, 并且 因 为 V(x') 是 线性 无 关 的 ,因而 得 到 
Vox, x, xt)grad® f = 0. (5.4.5) 
这 时 ,wu 必然 有 非 零 解 . 
定义 5.9 一 个 变换 群 p(g,z) 的 & 点 不 变量 是 一 个 在 p(8,z) 
作用 下 不 变 的 可 微 的 多 元 函数 Fe ,x?，… ,x*). 
当 k 宇 min{n,r} 时 ,上 面 的 讨论 说 明了 总 存在 点 不 变量 . 
例 1 对 于 平面 上 的 运动 群 (5.2.30), 有 
W(x) = V(x), r=r 3,n 二 2. 
令 &=2, 于 是 V” 的 秩 为 3, 它 作用 在 四 维 (nk 二 4) 空 间 上 ,得 1 个 
自由 度 , 故 可 得 到 一 个 两 点 不 变量 . 具体 求法 如 下 : 


of 
Bz' 
y -zr yy -zr 3f 0 
yewgrado= | 1 1 % | |o|， 
0 3£| lo 
ar’ 
92f 
ay’ 
(5.4.6) 
即 
jy 
or? ay’ 
站 + 站 = (5.4.7) 
+ 
3y 


ye f 是 =z 一 zx? 和 w 二 y! 一 y 的 函数 , 代 
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人 第 一 式 得 
vf.—uf, = 0. 
这 个 方程 的 第 一 积分 是 f(u,v) 二 const , 即 
fdut fdv = 0. 
最 后 由 此 上 两 式 得 刀 十 只 王 const , 即 有 
flusv) = (zl 一 22)2 十 (71 一 天) (5.4.8) 
这 就 是 运动 群 (5. 2. 30) 所 允许 的 两 点 不 变量 ,这 也 就 是 说 在 变换 
(5.2. 30) 下 任 两 点 的 距离 不 变 . 
在 二 维 欧 氏 空 间 中 就 只 有 一 个 独立 的 不 变量 ,另外 的 不 变量 
都 不 独立 . 
在 几何 中 研究 在 变换 之 下 ,特别 在 坐标 变换 之 下 不 变 的 性 质 ， 
这 一 观点 是 德国 数学 家 Kleine 于 1872 年 提出 的 , 称 为 “Erlangen 
纲领 "9 , 它 是 将 群 论 的 观点 推广 到 几何 学 分 类 的 纲领 . 


二 、 微 分 不 变量 


前 面 的 讨论 引进 了 不 变量 的 概念 ,并 引进 了 & 点 不 变量 及 其 
求解 方法 ,这 些 都 是 十 分 重要 的 . 不 过 ,在 求解 不 变量 时 ,还 有 些 缺 
陷 . 这 些 计算 不 变量 的 方法 依赖 于 求 首次 积分 ,一 般 说 来 这 是 比较 
麻烦 的 . 而 下 面 我 们 要 讨论 的 方法 仅仅 需要 微分 运算 就 可 以 了 . 它 
是 由 S. Lie 开创 并 由 E. Cartan 等 人 发 展 起 来 的 . 

1. 单 变量 微分 不 变量 

n 维 空间 RR" 中 的 一 条 曲线 是 由 映射 1: 4 一 R" 组 成 ,其 中 了 C 
R ,向 量 函数 f 可 微 .为 了 方便 ,我 们 将 参数 rE€ 4 记 做 z! ,这 在 某 
一 点 的 邻 域内 总 是 能 够 办 到 的 . 

设 给 定 恨 "中 的 向 量 场所 ,由 这 个 向 量 场 确定 了 一 个 单 参数 变 
换 群 ,关于 这 个 向 量 场 的 Lie 导数 是 


Q@ 指 德国 数学 家 F. Kleine(1849 一 1925) 于 1872 年 在 Erlangen 大 学 评议 会 上 提 
交 的 论文 : A Comparative Review of Researches in Geometry( 原 文 为 德 文 ). 
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Sea 
Lt 3 (5. 4.9) 


对 于 任意 的 函数 4(z ，… ,zz ， 括 [,…, 径 ") ,我 们 为 了 讨论 其 
Lie 导数 ,引进 新 的 变量 


A = 2. (5. 4. 10) 
于 是 该 函数 可 以 记 为 一 个 2n 一 1 元 函数 多 zz 
定义 函数 y 在 新 变量 下 的 Lie 导数 为 


Loy= (Pa + B72) (5.4.11) 
其 中 了 定义 为 
ddFi(zlzrz(zl)，z(CzD)) 
了 dt dF! 1=0 
在 这 里 zx! 看 为 参量 .上 述 这 些 分 量 是 我 们 在 扩展 变量 之 后 , 相 
应 的 向 量 场 6 分 量 的 扩展 . 
为 了 从 来 计算 ww ,我们 这 里 采用 更 为 方便 的 观点 来 讨论 这 一 
问题 .在 2n 一 1 维 向 量 空间 中 ,引进 和 (5. 4. 10) 式 相应 的 关系 . 
由 于 


，(5.4.12) 


dz 一 zidz 一 0 (j= 2,.,n), (5. 4. 13) 
若 将 上 述 微分 算 子 d 扩展 为 2n 一 1 维 向 量 空间 中 的 全 微分 算 子 
D, 并 将 算 子 工作 用 在 (5. 4. 13) 式 的 两 端 ,利用 二 阶 微分 可 交换 
性 质 
DL®Y = LYD, (5. 4. 14) 
我 们 可 由 下 式 来 计算 7 : 
LY (Dzi—~zDz)= DLVz— (La)Dz — aDLYz! 
= D8— wDr—zDe =0. (5.4.15) 
上 式 的 最 后 一 个 等 号 反 解 出 来 就 是 wy 的 计算 公式 : 
j= DE _ ,De 
7 Dr Dr™ 


(5. 4. 16) 
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2. 高 阶 微分 不 变量 
引进 二 阶 微分 的 变量 沁 一 生 和 zi 一 2,…,n) ,我 们 将 函数 的 


变量 进一步 加 以 扩展 ,考虑 3n 一 2 个 变量 的 函数 
Tl se Tr Th TL). (5.4.17) 
在 扩展 变量 下 函数 少 的 Lie J 


Loy (2 + D+ Dt a) 5.4.18) 


为 了 计算 上 述 Lie os ee 
场 , 也 就 是 计算 相应 于 这 一 1 个 新 变量 z 的 向 量 场 的 分 量 和 .为 
此 我 们 同样 考虑 
dz;— zdr’ =0 (= 2,.,n). (5.4. 19) 
采用 类 似 于 (5.4.15) 式 的 方法 ,我 们 有 
L'? (Dz; — xDz!) =DL®? x; — (L272)Dz! — HDL®? x 
=Dy— VDz’ — zD¢! = 0， (5.4.20) 
特别 的 是 这 里 的 D 是 3n 一 2 维 的 全 微分 算 子 . 因此 ,我 们 有 


A Dg 
# = Db (5.4. 21) 


3. 多 变量 微分 不 变量 
现在 设 我 们 有 带 多 变量 偏 导数 的 函数 ,例如 我 们 有 


PCZ1yZ2yZ3， 力 ,grysyt)， (5.4.22) 
- 坚 ， _ Ozs zz zz _Ozx; 
式 中 azz” az 2 Brziazz” Ozr; 由 于 我 们 


i zs 一 zs(Zliyzz) 上 进行 讨论 的 ,这 时 对 9 
的 Lie 导数 为 


3 a 3 Cc 
LD? := & 3 + 
Sar ta + Br EE par to8s + 各 


,4 
(5.4.23) 
类 似 于 (5. 4. 13) 式 和 (5. 4.19) 式 ,我 们 有 
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dzrs = pdzxi+ gdzs, dp=rdri+tsdrs, dg 三 sdzl 十 tdz?. 
(5.4.24) 

利用 与 单 变量 微分 不 变量 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 通过 给 定 的 

相应 于 (zi ,zz ,zs) 的 变换 的 向 量 场 (8 , 台 , 台 ) ,来 确定 扩展 的 向 量 

场 的 其 余 分 量 . 由 于 

L‘*’ (Dzs — pDzi — gDz;) 
= DL Oz — (LpDn — pDL' x — (Lg)Dz, — gDL' 六 
= Dé’— xDz — pDé!' 一 Dr — gD& = 0,， 


(5. 4. 25) 
因而 我 们 有 
-2 _ ,00 _ a8 
TT ar Par ar 
(5. 4. 26) 
0 
Ar; ar: Ar; 
同 理 , 由 于 


i rDzi — sDz;) = Dr 一 0Dzr 一 rD8 — oDz; — sDE = 0， 
L‘ (Dg— sDzi —tDz;) = D9 — oDz 一 SD8 — trDz; — 1tD& 一 0， 


(5.4.27) 
因而 我 们 有 
a 
Br Ar ar 
ar_ ,a8 ae _ 80 ,00 ,9 
Drz: ar: ar: eri Qri ari” 
_30_ ,38,98 
Ax: Qr: Br: 
(5.4.28) 


其 中 6o 的 第 二 个 等 式 是 因为 (5. 4. 26) 式 成 立 . 
在 一 般 情形 下 ,对 于 变量 zi ，… ,Zi ,znt1，… ,Znims 其 中 后 


个 变量 是 前 n 个 变量 的 函数 , 令 入 一 下 Gs 
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n 十 m) ,引进 变量 代 换 
二 六 padr 一 0， (5. 4. 29) 


这 里 k= 二 n 十 1,…,n 十 m. 这 个 变换 称 为 接触 变换 . 通过 这 个 方法 ， 
一 个 变换 群 可 以 扩展 为 接触 变换 群 . 这 时 相应 的 微分 算 子 矩 阵 
V(x) 将 要 扩展 为 V(x) , 它 依赖 于 & 阶 导数 ,空间 的 维 数 可 以 随 & 
无 限 增加 . 这 样 ,对 于 任何 变换 群 都 可 以 得 到 微分 不 变量 . 

例 2 继续 考虑 R’ 中 的 运动 群 (5.2. 30) ,讨论 平面 上 的 曲线 . 
这 时 n==2,r 二 r= 二 3, 扩 展 到 =2. CS 4. 16) 式 我 们 有 


86 28’ _ 9 36 
Sy be El 


同 理 可 得 
总 三 史 
_ oe OE 96 1836，986 \, 
+ (2 geo a + (Bs Wo 
oO’& 3 af’ Qf'\r ,9&8 
ari™ (zz 2 3) 3 Bri7 
将 平面 上 的 旋转 和 平移 群 向 量 代 入 ,可 得 相应 的 三 个 扩展 行 向 量 
构成 的 矩阵 为 


/ /1 1 /1 
一 zz ZX 1 十 zt2 3zizz 3z2 二 4zrix? 


V2?=|1 0 0 0 0 ， 
0 xc 0 0 0 
(5.4.30) 
其 延伸 的 梯度 算 子 为 


D 3 9 oa 9 | 
Ns 4 (B43 
Tr: 1 az?” az 全 az 人 Or? 
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于 是 二 阶 微分 不 变量 是 下 述 方程 的 解 : 
二 aaaFTdEa a ah = 0, 
Ari Qzz Ox; 


az? 
af _ 
Drzl 
Bf 
Ox; d 
(5. 4. 32) 
将 后 两 方程 代入 第 一 个 方程 ,可 化 简 为 
Qt +r Bh 0 
这 个 方程 等 价 于 特征 方程 
dz dzz 
Tn (5. 4. 33) 


由 这 个 式 子 可 以 看 出 z?==0 是 一 个 微分 不 变量 , 它 代 表 直 线 , 即 直 
线 是 变换 下 的 不 变性 质 . 
当 xz2 关 0 时 ,由 (5.4.33) 式 可 以 积分 得 


2 一 Tm = const, (5.4.34) 
即 曲 率 为 常数 . 这 说 明 曲 率 是 变换 (5. 2. 30) 下 的 不 变性 质 ， 
作为 练习 请 读者 验证 : 
ye 一 (1+ zf?) x? 一 3xirY 
(1 十 工 2)3 


是 另 一 个 微分 不 变量 ,而且 平 面 运动 群 也 只 有 这 两 个 微分 不 变量 . 


实际 上 kj 是 条 率 ,7 一 各 ,这 里 由 一 由 5 为 弧 长 微分 ， 


上 面 由 S. Lie 发 展 的 这 个 思想 ,在 求解 非 线性 微分 方程 中 得 到 
重要 的 应 用 . 从 另 一 个 角度 看 ,对 于 给 定 的 微分 方程 ,可 以 看 做 一 
个 扩展 的 函数 ,如 (5.4. 17) 或 (5. 4. 22) 式 , 若 我 们 找到 了 它 在 扩展 
流 形 上 的 向 量 场 (5. 4. 18) 或 (5. 4. 23) 式 , 则 可 以 在 两 组 扩展 变量 


一 const (5.4.35) 
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之 间 建 立 微分 关系 式 . 由 于 在 两 组 变量 下 ,扩展 的 函数 是 不 变 的 ， 
所 以 ,车 给 出 了 方程 的 一 组 解 ,我 们 可 以 通过 该 微分 关系 式 得 到 方 
程 的 另 一 个 解 . 因此 上 述 方法 成 为 求解 微分 方程 的 一 个 有 力 的 工 
具 . 我 们 在 第 二 章 中 讨论 的 Baicklund 变换 就 是 一 个 著名 的 这 种 变 
换 . 在 本 章 $ 5. 5 中 我 们 将 专门 介绍 这 种 变换 . 


三 、Killing 向 量 场 


前 面 我 们 讨论 了 对 于 整个 Lie 群 8 上 的 标量 不 变量 . 对 于 单 参 
数 变 换 群 的 不 变量 ,我 们 知道 它 相 当 于 这 个 群 的 切 向 量 场 上 的 Lie 
导数 为 零 的 向 量 . 在 第 四 章 我 们 曾经 讨论 过 任 一 张 量 的 Lie 导数 ， 
因而 也 可 以 定义 相应 的 在 单 参数 变换 群 下 的 张 量 不 变量 , 即 在 相 
应 的 向 量 场 上 Lie 导数 为 零 的 向 量 . 

作为 一 个 重要 的 例子 ,让 我 们 引进 Killing 向 量 场 的 概念 . 

定义 5.10 一 个 Killing 向 量 场 定义 为 一 个 向 量 场 5, 这 个 向 
量 场 使 流 形 的 度量 张 量 的 Lie 导数 为 零 , 即 

Lsgs = 6 + gy + ga 2 3 

回顾 上 一 章 8$ 4. 4 中 的 (4.4.15) 式 ,Killing 向 量 场 就 是 使 得 
变形 张 量 sy =0 所 对 应 的 位 移 场 . 

作为 例子 ,让 我 们 考虑 三 维 欧 氏 空间 6 中 直角 坐标 系 下 的 


Killing 向 量 场 . 其 度量 张 量 的 分 量 为 6 这 时 一 32; 就 是 Killing 
向 量 , 以 下 三 个 也 是 Killing 向 量 : 


0. 


二 3:, 
or ar 
9 
下 一 aa 
i (5. 4. 36) 
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这 里 前 三 个 向 量 &; 是 平移 ,而 后 三 个 向 量 六 是 转动 . 还 应 指出 , 通 
常 的 Laplace 算 子 是 
A = Ls Le 十 LeLe 十 LeLe. (5.4.37) 
其 Killing 向 量 场 就 相应 于 我 们 以 前 几 次 遇 到 的 流 形 的 等 度量 变换 
的 位 移 向 量 场 . 
在 球 坐 标 (r,9,g) 中 ,g,, 二 1, go 一 rr, go 一 rsin*9, 其 他 度量 


张 量 的 分 量 为 零 . 很 显然 ,3 凡是 Killing 向 量 . 在 球 坐 标 中 的 其 他 五 
个 Killing 后 和 点 ,这 里 略 去 不 进一步 讨论 . 
四 、 积分 不 变量 


现在 我 们 给 出 积分 不 变量 的 定义 . 

定义 5.11 令 A 是 一 流 形 ,6 是 定义 在 HA 上面 的 向 量 场 . 称 p 
次 微分 形式 @ 是 & 的 不 变 p 次 形 ,如 果 Lsa 二 0, 即 a 在 向 量 场 & 的 
Lie 导数 恒 为 零 . 

定义 中 用 到 了 微分 形式 的 Lie 导数 . 我 们 在 第 四 章 已 经 介绍 过 
微分 形式 ,但 对 于 一 个 微分 形式 的 Lie 导数 我 们 还 没有 讨论 过 . 其 
实 原则 上 它 并 不 是 新 的 ,因为 微分 形式 可 以 看 做 反对 称 张 量 ,而 对 
张 量 的 Lie 导数 是 定义 了 的 . 不 过 为 方便 起 见 , 我 们 把 它 具 体 计 算 
公式 写 下 来 .对 任意 p 次 微分 形式 w ,我 们 有 

Leo = pl ,+ pews OE ) de Nee Nde'. 
(5.4. 38) 
有 了 p 次 微分 形式 是 不 变 的 概念 便 可 以 定义 积分 不 变量 . 
定义 5.12 设 , 是 相应 于 向 量 场 & 的 单 参 数 Lie 变换 群 ,a 


是 次 微分 形式 . 称 积分 | ,a 是 在 F, 作用 下 的 不 变 积 分 ,如 果 


[Fee =|.0, (5. 4. 39) 
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这 里 9 是 定向 的 有 边界 的 p 维 子 流 形 上 的 区 域 . 
我 们 看 到 , 若 g 是 不 变 p 次 形 , 则 | 也 是 不 变 积分 , 即 积分 


不 变量 . 实际 上 我 们 有 如 下 的 定理 : 
定理 5.2(Poincaré-Cartan 定理 ) 若 对 于 任意 的 p 维 具 有 边 
界 的 定向 流 形 9, 定义 了 映射 
9: YY 一 
且 对 于 单 参数 变换 群 F, 有 
| pa= po, (5. 4. 40) 
则 @ 是 不 变 p 次 形 ( 相 应 地 (5.4.40) 也 称 为 不 变量 积分 ). 
实际 上 ,由 于 被 积 的 集合 9 是 紧 致 的 ,在 任何 2 上 (5.4.40) 式 
成 立意 味 着 被 积 表达 式 相等 , 则 a 是 不 变 p 次 形 . 
例 3 令 在 n 维 欧 氏 空间 包 中 无 限 小 变换 是 速度 向 量 v= 
(wi, 四 ,wv") 所 定义 的 变换 8, 求 积分 


A = | p(x dx 


为 守恒 的 条 件 , 其 中 0(2)Ce@". 
解 ” 直 接 计算 知 守 和 恒 条 件 为 
d 3 
4A)| = ja [ 寡 + Ispdx) ]- 0. 


但 Li(Codx) 一 Liodxr 十 oLe(Cdxr) ,考虑 到 由 向 量 诱导 的 变换 立 一 
F,《x) ,上 式 后 一 项 可 以 进行 如 下 的 计算 : 
Li(dx)= Ls(dzr'Adz’A…Adz") 


= BLF.(dz'Adz: Adz")] 


t=0 


_ d1DF. 
加 Dx ) 
综合 以 上 的 讨论 最 后 得 在 无 限 小 变换 & 下 ,A(z) 守 人 恒 的 条 件 是 


ao ,alpv) _ 
总 十 一 0 


dx = QE dzlAdzz 和 … 人 dz 
t= or 


这 就 是 连续 性 方程 . 
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$5.5 Lie-Bicklund 变换 


一 、Lie -Bicklund 变换 


我 们 在 § 5.4 介绍 了 给 定 变换 群 , 怎 样 求 在 这 个 变换 群 作用 下 
的 微分 不 变量 的 问题 . 现在 我 们 要 从 另 一 个 角度 从 更 为 一 般 的 观 
点 提出 问题 , 即 : 给 定 了 一 个 微分 方程 ,能 否 找 到 一 个 变换 ,使 得 在 
该 变换 下 所 给 的 微分 方程 不 变 ? 显然 这 个 问题 的 解决 对 于 微分 方 
程 理论 具有 重要 意义 . 现在 我 们 首先 来 引进 Lie-Backlund 变换 群 
的 概念 . 

设 x=(zl ,7")ER",W 二 (wi,…,u”")ER", 且 令 w 为 wu 的 
s 阶 偏 导数 ,其 分 量 的 形式 为 《a 二 1,…,m;i 二 1,"…,n). 考虑 
这 些 变 量 之 间 的 变换 

I = fi(x ud, a), 


/ 
2 = G(x uu ,a4), 


4， a 
ui = f(xy yt a) 


(5.5.1) 


其 中 a 为 变换 的 参数 . 
它 实 际 上 定义 了 无 限 维 空间 之 间 的 变换 . 由 (5. 5. 1) 式 ,我 们 
微分 一 次 得 


“of gr + d+ dt... 
dz amdz + wd am 二 


/ Aag” ag’” ag” 
dz 2_ dz 2_dzp Pp dz 十 …， 
aa (的 


de 二 de 
du 二 二 二， 


定义 5.13 变换 (5. 5.1) 称 为 是 切 变换 ,如 果 
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de —wdr’ = 0, 
dz 一 省 dz = 0， 
da — ww dz’ 一 0， 


oj 


(5. 5. 3) 


为 不 变量 (我 们 在 $ 4. 2 中 曾经 把 变换 (5. 5. 3) 称 为 接触 变换 ). 
对 变换 (5. 5. 3) 采 用 更 紧凑 的 记号 : 令 


全 0 


g 
Be 


9 。9 : 
D; 3 十 记 a 站 C2 
它 作 用 在 T's Us ,… 上 ; 令 
= ei. 9 te 
ea 7 be 


这 里 


， (5. 5. 6) 


(s= 1,2,°). 


a=0 


设 算 子 (5. 5. 5) 完 全 地 刻画 了 变换 (5. 5. 1) 的 特点 . 这 只 要 保 
证 Lie-Bicklund 方程 


至 = =(P)， 
(5.5.7) 
F| 0 二 多 
有 唯一 解 , 其 中 
= (T's ,0 ) 
下 一 Ce (5.5.8) 
B= (7 ,Ce). 


当 方 程 (5. 5.7) 的 解 存在 唯一 时 , 则 由 唯一 性 定理 可 以 直接 得 到 变换 
(5. 5.1) 的 群 性 质 
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F(F(z,a),b) = F(z,ab). (5. 5.9) 
把 变换 (5. 5.1) 与 (5. 5. oO 
Y= XE tT tt 《5.5.10) 
这 里 
Zi Oz 
Qa |。-。 
= Qu 
Tol (5.5.11) 
六 二 Ou 
Wa 0 


而 且 由 (5. 5. 2) 式 和 (5. 5. 6) 式 我 们 有 


8 = 六 dz 十 物 de 十 号 dx 十 ， 
or 村 


让 = dri 十 2 du 十 2 十 …， 
ar' (5.5.12) 


一 de + od + 2 a p+ 
Aar’ 


这 时 相应 于 (5. 5. 3) 的 条 件 是 
XCdue —wdzr’) = 0， 


Kdus i) — wi dz’ 一 0， 站 


即 算 子 广 作用 下 (5. 5. 3) 不 变 . 到 现在 为 止 ,独立 的 微分 变量 只 琵 
下 dz!',… ,dz". 综 上 讨论 ,我 们 有 定理 : 

定理 5.3 若 (5. 5.1) 为 Lie 变换 群 9, 它 是 Lie-Bicklund 变换 
群 的 充分 必要 条 件 是 无 限 小 算 子 (5. 5. 5) 满 足 方程 
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Pi 13 | pe8g 
D-HDE) = +t (E+ es) 


oF ag 
+ (pg $a) 
£°= Di(y) — wD.(e’), 
gs = Ds (5%) — 0,D, (8), 


ji 


bi = Di (Vie) —t jiD, (6 ). 
(5. 5.14) 
引进 符号 
w= We, 
则 方程 (5. 5. 14) 可 写 为 
C= Di(w) + bius, 
ti = Ds, Do (wu) 十 人， (5.5.15) 


算 子 (5. 5.5) 与 (5. 5. 15) 称 为 Lie-Bicklund 算 子 ,通常 表示 为 


X= t+ 


Ga 
3 十 (5.5.16) 


二 、Lie-Bicklund 变换 对 微分 方程 的 应 用 


考虑 给 了 一 组 微分 方程 
wx i) 一 0 (一 1 02)， (5.5.17) 
其 中 x= 《zl ,7")ER", Ww 二 (wu")ER”", ww,… ,us 是 u 相 
应 的 各 阶 导 数 . 
令 有 一 个 Lie-Bicklund 变换 9: 
入 一生 (xu 2) tm si) 六 + 
(5.5.18) 
考虑 作用 于 微分 方程 组 (5. 5. 17) 上 ,一 般 这 些 方程 的 阶 数 应 增 
加 , 故 在 乡 作 用 后 ,我 们 应 得 到 一 个 无 穷 阶 的 无 穷 方 程 组 . 所 以 我 
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们 限于 考虑 9 保持 方程 组 (5. 5. 17) 的 情形 . 为 此 引进 下 述 定义 . 
定义 5.14 如 果 微分 方程 组 


w, = 0,» 


(v= 1,.,m) (5.5.19) 


给 出 的 流 形 是 Lie Bicklund 变换 的 不 变 流 形 , 则 称 方程 组 (5. 5. 17) 是 
Lie-Bicklund 变换 下 的 不 变 微分 方程 . 

对 于 不 变 微分 方程 有 如 下 定理 : 

定理 5.4 方程 组 (5. 5. 17) 是 Lie-Bicklund 变换 下 的 不 变 方 
程 的 充分 必要 条 件 是 Lie-Bicklund 变换 的 算 子 (5. 5. 15) 作 用 于 方 
程 组 (5. 5.17) 上 有 


Xw, =0 (v= 1,,m). (5. 5. 20) 
证 明 定义 5.14 中 的 (5.5. 19) 式 被 X 作用 后 得 

Xw, 一 0， 

XDiw, = 0， (5. 5. 21) 


由 于 (5. 5. 21) 式 中 第 一 式 显然 包含 (5. 5. 20) 式 ,另外 
DX — XD; = Di(6)D， (i=1,2,.…), (5.5.22) 
其 中 X,D, 分 别 由 (5. 5. 18) 式 和 (5. 5. 4) 式 定义 ,可 看 出 方程 组 (5. 5. 19) 
和 (5. 5. 20) 是 等 价 的 ， 
方程 组 (5. 5. 20) 称 为 Lie-Bicklund 变换 群 的 规定 方程 . 


三 、Bicklund 变换 


我 们 在 第 二 章 8 2.6 中 引进 的 Backlund 变换 可 以 看 做 Lie- 
Bicklund 变换 的 特殊 情形 . 设 有 拟 线性 方程 
Rr 十 S 十 王 十 了 一 0， (5. 5. 23) 
这 里 ”一 ze ,5 二 zy st 二 zy ;R,S,T,V 是 zx,y,z 以 及 p= 二 xz, ,gg 二 zy 
的 函数 . 这 种 形式 的 方程 有 时 称 为 Monge -Ampére 方程 . 
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引进 上 述 变量 之 间 的 Bicklund 变换 


SR (5.5.24) 
q = 9(z,z,F,0). 
为 了 确定 f 与 9 ,我们 要 求 变换 (5. 5. 24) 满 足 可 积 条 件 

0= 名 -94 =0. (5. 5. 25) 


Oy ar 
注意 f,p 都 是 z,z, 厂 ,5 的 函数 ,而 z,z,5,9 又 都 是 z,y 的 函数 ， 
所 以 
py = f.q+faatfss t+ fot, 
qz = ep + gsP + por + gas. (5.5. 26) 
把 这 两 个 表达 式 代入 (5. 5. 25) 式 可 得 
0 三 一 por 十 ( 户 一 mm)5 十 /一 Po 五 十 5 = 0. 
(5.5.27) 
如 果 = 是 方程 (5. 5. 25) 的 解 ,利用 变换 (5. 5. 24) 可 以 得 到 方程 
(5. 5.27) 的 解 z, 只 要 在 方程 (5. 5.27) 中 户 ,pr 或 f5,9s 不 同时 为 
0. 为 了 使 方程 (5. 5. 27) 具 有 较 简 单 的 形式 ,f 和 9 还 可 以 选取 较 简 
单 的 已 知 关系 . 特别 是 ,如 果 选 取 f,q, 使 方程 (5. 5. 27) 和 (5. 5. 23) 
相同 , 则 变换 (5. 5. 24) 把 一 个 解 变换 到 另 一 个 解 . 而 这 正 是 我 们 在 
第 二 章 $ 6. 1 中 通过 曲面 几何 的 方法 引进 的 Bicklund 变换 的 
主旨 . 
例 1 对 Sine-Gorden 方程 2z。 一 sin2z, 下 述 变换 是 Bicklund 
变换 : 
fr 直到 二 了 sin(z 一 匡 ， 
a (a 天 0). 
zy 一 过 一 asin(z 十 2z) 
例 2 考虑 KdV(Korteweg de Vries) 方 程 
Jizu) = wt us ur 一 0. 
它 在 如 下 四 个 参数 变换 群 作用 下 是 不 变 的 : 
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(1) tt 十 ai (时 间 平 移 ) 
(2) Z-=Z 十 C5 (平移 》 

(3) Tzx+tta, u>uta; (Galileo 变换 ) 
(4) t>a;t,， xXx>ar, u->a *u. (膨胀 ) 


于 是 可 得 四 个 向 量 场 


9 三 Wt ) 
FR XX, tz ta 


a So 
X= 3 +tzra 2u 3 (a 二 1 的 邻 域 ). 


下 面 我 们 来 分 析 这 四 个 变换 下 的 不 变 解 (利用 坐标 变换 法 ,可 证 明 
只 有 如 下 四 种 形式 的 独立 不 变量 ): 
(1) wz 为 不 变量 , 即 u 不 依赖 于 t, 这 时 方程 化 为 
yg +99 一 0， 


X= 


则 积分 可 得 
9g(z) = c(3sechz ¥z 一 1) 


( 当 |z| 一 0 时 ,gp 一 一 cg >0,¢ > 0,9 (0) = 0). 
(2) u,t 为 不 变量 , 即 x 与 z 无关 ,于 是 方程 
zi 二 0 二 >x 二 const.。 (平凡 解 ) 
(3) tu 一 zx/t 为 不 变量 ( 即 X(t) = 二 0, Xs(u 一 z/t) 二 0), 由 第 
一 个 得 u= 二 xz/t 十 V(t) ,代入 方程 得 
v=c/t, wu= (z+o/t. 
(4) ut ,zt ! 是 不 变量 ,这 时 可 令 u==1 SV(y),y=z7 1， 
代入 原 方程 得 
9y2V 十 18y 太 一 ( 芝 +eV)V 一 了 2V 一 0. 
对 于 Xi 十 X ,得 不 变 解 
2 一 上 十 VCy)， ?一 工 一 与 ， V”+VV’ +1=0. 
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对 于 Xi 一 X ,得 不 变 解 
u =—t+V(y), ?一 z 十 与 ， V”+VV’—1=0. 
Bicklund 变换 还 可 以 使 KdV 方程 线性 化 ,扩展 变量 后 ,对 包 
含 导 数 的 不 变量 可 仿 前 面 进行 讨论 . 
例 3 对 KdV 方程 
zy 十 zzr 十 zu 一 0， 
适合 它 的 Bicklund 变换 为 


= 


zy 十 也 十 2( 对 十 zx 十 型) 一 (z 一 有 (zu 一 zu) 一 0. 


§ 5.6 与 变换 群 有 关 的 某 些 力学 问题 


一 、 不 变量 嵌入 法 


在 实际 求解 问题 时 , 设 pg(z! ,zx?,…,) 是 在 单 参数 Lie 变换 
群 作用 下 的 不 变量 ,对 应 于 这 个 变换 群 的 无 限 小 向 量 为 8, 则 
9(Cz ,z?，,… ,Tz") 是 不 变量 的 条 件 应 当 是 


EL , 
0 (5.6.1) 
这 个 方程 归结 于 求解 方程 组 
和- 时 一 dz 
人 3 


这 组 方程 一 共有 一 1 个 第 一 积分 ,不 妨 令 它 们 为 
太一 wz TT) (i=1,2,.,n—1), 


于 是 含 ” 个 自 变 量 的 p 就 可 以 表 为 含 n 一 1 个 自 变 量 的 y, 即 有 
PT TT) = YT ). (5. 6.2) 
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这 样 ,我们 就 有 以 下 的 定理 : 
定理 5.5 若 找 到 系统 的 一 个 单 参数 变换 群 ,物理 量 p 是 这 个 
变换 群 的 不 变量 , 则 这 个 物理 量 实质 的 自 变量 可 以 减少 一 个 . 
证 明 设 g 除 了 是 7(i 二 1,2,…,n 一 1) 的 函数 外 ,还 依赖 于 
某 一 个 zx' ,我 们 将 证 明 这 是 不 可 能 的 . 令 
9 x) 一 yn 7'), 
我 们 有 


人 


_ Tay/ ay 
(ee (最 后 一 项 不 求 和 ). 


U9 
由 于 7 是 不 变量 ,从 而 #2 路 一 0(1=1,2,…wn 一 1), 赦 有 #2 一 0( 不 


求 和 ). 当 & 取 0 时 ,显然 有 2 一 0. 而 当 &==0 时 ,方程 (5. 6. 1) 中 就 缺 


少 人 2 这 一 项 ,因而 在 积分 得 到 的 函数 9 中 就 不 包含 变量 zx'. 定理 得 
证 . 1 
二 、 量 纲 分 析 与 相似 性 理论 


设 我 们 有 一 组 物理 量 =: (i 二 1,2,…,m) ,如果 取 一 种 量 纲 单 
位 ,得 到 一 组 值 ,在 不 同 的 量 纲 单位 中 它们 的 值 要 改变 . 用 另 一 种 
语言 来 说 ,把 模型 按 一 定 比 例 来 变化 , 变 到 相似 的 一 个 物理 问题 ， 
则 相应 的 物理 量 也 要 变换 ,这 两 种 变换 可 以 统一 为 一 个 形式 , 即 
z= alakeasz: (i= 1,2,.,m). (5. 6.3) 
这 实质 上 是 一 个 含 ~ 个 参数 的 变换 群 , 可 以 验证 它 是 符合 变换 群 的 
条 件 的 .矩阵 (y; ) (i 二 1,2,…,m; a 一 1,2,…,7) 称 为 量 纲 矩 阵 , 而 
7 称 为 量 纲 . 若 7; 一 0, 则 称 z; 为 无 量 纲 量 . 
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显然 ,车 rank(7y; )>mm, 则 问题 的 物理 量 的 个 数 实质 上 是 不 变 
的 . 这 时 ,一般 来 说 rm. 如 果 mr, 则 由 定理 5. 5 所 述 的 不 变量 
的 性 质 ,说 明 问 题 的 实质 变量 的 个 数 可 以 减少 至 ~ 个 . 这 个 事实 就 
是 量 纲 分 析 中 的 x 定理 . 为 了 说 明 这 一 理论 的 应 用 ,我 们 举例 
如 下 : 

令 给 定 结构 在 动 荷 作用 下 的 挠 度 为 6, 它 依赖 于 结构 的 特征 尺 
寸 工 .材料 的 弹性 模 量 下 密度 po 、 加 载 频率 0Q、 力 下 与 力矩 M, 则 在 
不 同 量 纲 条 件 下 这 些 量 的 变换 , 即 经 受 的 变换 群 9 为 
6 一 ahaia16， 
L’ = ayala?L, 
E’ = alariarE, 
4p = aMaraTpo, (5. 6. 4) 
DO‘ =unaldr hn, 
F’ = alyalarF, 
M’ = alaiar:M. 
这 个 量 纲 变 换 的 量 纲 矩阵 如 下 : 

SL E po 0 F M 


anf00 1 1 0 1 1 
ll1-1-3 0 1 2|, 
ar lo 0 -2 0 —1 一 2 
由 通常 的 量 纲 分 析 我 们 可 以 得 到 
1/2 


Ci (二 M ps) 
L PEL®’ EL EY /’ 


1/2 
式 中 的 志 ， 二 志和， 和 全 -都 是 无 量 纲 量 . 可 以 验证 它们 都 是 变 
换 (5.6. 0) 之 下 的 不 变量 . 在 这 个 问题 中 群 参数 有 3 个 , 即 + 一 3, 物 
理 量 有 7 个 , 即 六 一 7, 所 以 我 们 可 以 得 到 4 个 不 变量 ,所 要 求 的 物 
理 方程 就 是 这 4 个 不 变量 之 间 的 关系 . 总 之 ,物理 问题 可 以 表达 为 
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无 量 纲 量 之 间 的 关系 ,也 就 是 说 可 以 表达 为 量 纲 变 换 群 9 作用 下 


的 不 变量 之 间 的 关系 . 
事实 上 ,以 上 的 量 纲 分 析 的 方法 可 以 适当 推广 ,用 于 求解 方 
程 . 举例 如 下 : 
考虑 热传导 方程 
2 ,ou 0， 
ot oy’ 
其 定 解 条 件 是 


u(0,t) = U(t),t>0,， 
ul(o0,t) = 0. 
考虑 单 参数 变换 群 8; 1 一 Anat ,y= 二 A y ,wu 二 A“w ,其 中 A 是 这 
个 变换 群 的 群 参数 ,al ,a; ,as 待定 . 把 它们 代入 方程 得 
A Au’ ha / Qu 
A 317 入 (rr)= 0 
要 方程 在 变换 之 下 不 变 ,必须 有 as 一 a 一 as 一 2cz, 亦 即 w 一 今 . 如 


果 要 求 yt 二 yt”, ut 二 wt”', 则 在 银 作 用 下 它们 是 不 变量 . 易于 
求 出 


| =0,y>>0， 


即 可 以 得 到 不 变量 


区- 地) 
上 述 表达 式 并 不 是 在 任何 定 解 条 件 下 都 可 以 得 到 解 的 . 对 定 解 条 


件 适 当 简化 ,例如 考虑 定 解 条 件 变 为 
Fl(oo)=0, U(t)= Ut, Uo, = U(0)= F(0). 


把 u=2F (; 泊 ) 代 入 方程 , 记 5 一 ; 芒 , 可 得 下 满足 的 常 微分 方程 


uF" + 二 5' 一 8P 一 0. 
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在 边界 条 件 F(0) 二 U。, F(co) 二 0 下 求解 这 个 方程 就 可 以 得 到 所 
需要 的 解 . 


三 、 算 子 与 分 离 变 量 


命题 设 线性 算 子 工 满足 
[L,Q] = LQ—QL= RQ, 
为 Qu 二 0 的 解 , 则 Lu 也 是 Qu 一 0 的 解 . 
事实 上 ,由 于 
Q(Lu) = LQu— RQu, 
又 因为 w 是 Qu=0 的 解 ,所 以 Lu 也 是 Qu 二 0 的 解 . 这样, 对 QQ 可 
以 寻找 所 有 的 工 , 即 保持 解 的 Lie 变换 群 . 用 这 一 方案 可 以 将 全 部 
特殊 函数 定义 出 来 . 
利用 这 个 方法 ,对 于 给 定 的 Q, 可 以 用 待定 的 办 法 来 求解 算 
予 上 ， 
例 令 
Qp = Azyg 十 允 一 0， (5.6.5) 
即 Q 是 Helmholtz 算 子 ,再 令 
工 一 XCz,y)9. 十 YCz,y)9, 十 ZCz,y). 
把 它们 代入 [L,Q]J=RQ 可 以 得 到 
2X.9- 十 2(X, 十 Y-)9。 十 2Y,aw + (Xz 十 X 十 2Z-)9。 
十 (Y- 二 Yy 十 22,)9, 十 (Zz 十 2,) 
=— R(9 + 09, + w’). 
算 子 要 相等 , 则 对 应 偏 导数 的 系数 应 当 为 零 , 即 
(1) 2X,=—R=2Y,, X,+Y,=0; 
(2) Xs 十 X 十 2Z. 一 0, Ys +Y, +22,=0; 
(3) Z, 十 Z。 一 一 Raz:. 
由 (1) 知 X -一 Y,,X, 一 Y-, 则 有 
Xs 十 X。 一 Y。 一 Y。 一 0. 
同样 有 Y- 十 Y 一 0. 
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把 这 一 结果 与 (2) 相 比 有 
Z- 一 Z,=0， 即 Z = const. 
又 由 (3) 有 R=0, 则 X==X(y),Y=Y(z),X'(y) 二 Y'(z), 于 是 
X' 二 一 Y= 二 7, 从 而 有 
工 一 (a 十 yy)9- 十 (8 一 Xzr)9, 十 9. 
由 此 可 以 令 P=9,,P,=9,,M= y9, xO,E 1, 这 样 我 们 就 得 
到 了 三 个 基 算 子 ,它们 构成 了 一 个 Lie 代数 : 
LP,,P:] 一 0， LM,P,] = P;, [LM,P,] =—P, 
显然 ,它们 对 应 于 平面 上 的 平移 和 旋转 群 . 利用 这 个 办 法 可 以 把 求 
解 (5. 6.5) 的 分 离 变量 和 求解 P, ,P: ,M 的 特征 值 问题 结合 起 来 . 
事实 上 , 若 8 一 AIXCz)Y(Cy)， 代 入 方程 就 有 
XY+XY +w XY = 0， 


即 XxX- YY 
于 是 有 
X*(z) 十 及 X(z) = 二 0 相应 于 Piys = ikyi; 
YY) 十 (wr 一 所 )Y(y) =0 相应 于 Pop = iCw? 一 所 )Y2yh. 
这 就 是 直角 坐标 中 的 分 离 变 量 . 

对 于 极 坐标 ,可 以 得 到 My = 一 iky 的 解 . 

也 就 是 说 ,通过 以 上 的 讨论 把 分 离 变量 与 平面 上 的 群 算 子 联 


系 了 起 来 . 
今 以 Lax 处 理 KdV 方程 的 方法 为 例 来 讨论 对 称 算 子 方法 对 
非 线 性 问题 的 应 用 . 
设 给 了 Sturm-Liouville 方程 为 
Ly = jy， (5. 6. 6) 
其 中 Ly 一 D: 一 wz,D,D= 是 .这 一 方程 对 :+ 求 导数 得 
(Ly), = Lyi:+ Ly 一 My 十 My 《5 8 2 


但 (Ly) ,二 yn 一 wy 一 uy 一 Ly 一 Wy， 由 此 得 L, 二 一 u. 
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设 上 是 x 的 自 变量 , 则 > 也 依赖 于 t. 下 面 考虑 和 二 0 的 情形 , 即 
考虑 在 方程 (5. 6. 6) 中 具有 同一 特征 值 的 x 和 > 有 什么 关系 .我 们 设 
y: = By， 

这 里 B 是 某 个 线性 微分 算 子 , 它 并 不 唯一 确定 ,但 下 面 我 们 要 去 确 
定 它 . 

方程 (5. 6.7) 可 以 写 为 

Mi Ly — wy (一 由 十 LB 一 也)37 一 0， 

即 (一 w 十 [L,B])y 一 0 〈 因 为 1 一 0)， (5. 6. 8) 
我 们 要 选 定 B 满足 上 式 . 一 般 来 说 ,这 是 一 个 算 子 方程 . 

(1) 令 B=B,==aD, 代 入 (5. 6. 8) 式 得 

[L,B,jy= (LB; — BiL)y = (D’— way;: — aD(y,s 一 zy) 

= 2a:D’ y+ arDy + auzy. 
若 a 为 常数 , 即 有 [ 工 ,B,]=ax- , 则 (5.6.8) 式 化 为 
(wu 一 ar)y 一 0. 

这 是 一 种 平凡 的 情形 ,我 们 不 感 兴趣 . 

(2) 设 


B= B,=aD’+fD+i+g, 
则 有 
[L,Bi]y=(2f;+ 3au)D’ y+ (fit2g, + 3au)Dy 
a 


如 果 令 f= Fauta, g au 十 cz， 其 中 cisc 是 + 的 函数 ， 
则 上 式 可 以 化 为 
[L;B:] = [$e — 6uu;) + au 


令 4= 一 4,c1(t)==0, 由 于 dz = 二 dz 十 c(t)di,dz 二 dt, 故 有 一 十 
[LIL,B;]=0, 于 是 


zt — 6uus 十 xuz 一 0. 
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若 令 zx 一 一 圭 U, 则 上 式 化 为 

U 二 TUU- 十 Un = 0. (5.6.9) 
这 说 明 , 在 条 件 (5. 6. 9) 下 ,方程 (5. 6. 6) 具 有 相同 的 特征 值 . 如 果 把 
方程 (5. 6. 6) 理 解 为 Schudinger 方程 ,把 U(xz,t) 理 解 为 势 , 则 满足 同 
一 特征 值 的 势 由 (5. 6. 9) 式 决定 . 


习 题 五 
1. 求 下 列 方程 所 确定 的 单 参数 变换 群 : 
(1) 至 =az， Y=0y; (2) 裤 =。 3 Y=0y; 


d. d 
(3) artby, =ertdy. 


2. 令 向 量 
三 也 = i =z 引 十 2 
= + 


=29 -za = 4 9 
Xs 2 3 ma XX rc 十 从 x (x t+2Du3 


在 它们 作用 下 u, 二 wu 不 变 . 试 计算 各 向 量 之 间 的 Lie 括 弧 [X;,X;]. 


3. 试验 证 非 线性 方程 组 v, 一 v, 二 0, v, 十 uu 二 0 在 群 


二 光一 9 9 
oa = (yu’ — xv) 无 (zu t+ 2yv) 3y 十 2uv 元 


+ (+ 


9 9 9 
da: Tz ta ts 
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作用 下 不 变 . 

4. 求 方程 一 ws 十 w" 二 0 所 允许 的 变换 群 ( 即 在 该 变换 群 下 
方程 的 解 集 不 变 ). 

5. 设 az 总 十 妈 总 是 使 方程 必 一 F(z,z) 不 变 的 变换 群 ， 
试 求 F(z,u ). 

6、 试 求 对 三 维 空间 R: 中 所 有 平移 和 转动 变换 群 的 Lie 代数 及 其 
矩阵 表示 . 

7. 设 给 定形 式 为 y 二 g(x,y) 的 方程 , 试 求 在 平面 转动 之 下 不 
变 的 所 有 g(Cz,y). 
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§ 6.1 Symplectic 几何 与 多 自由 度 的 Hamilton 动力 系统 


一 、 相 空间 及 其 度量 


我 们 在 前 几 章 中 看 到 平面 运动 的 度量 标准 形 
Q= dy Mdy’ —dy Ady 

确定 了 空间 的 性 质 , 而 在 第 三 章 看 到 对 于 给 了 动能 的 保守 系统 ,可 
以 看 做 Riemann 空间 的 惯性 运动 . 动能 二 次 形 可 看 做 这 个 空间 的 
度量 . 现在 ,我 们 要 讨论 另 一 种 引进 度量 的 方式 . 它 使 力学 中 的 
Hamilton 方程 成 为 这 个 空间 的 梯度 方程 . 

我 们 知道 函数 f(y'，… ,y”") 的 梯度 函数 可 表示 为 

(V's 站 ， (6.1.1) 


在 这 里 矩阵 (gi ) 不 一 定 是 对 称 的 . 由 梯度 向 量 场 产生 的 曲线 满足 
方程 
= (VA)'. (6. 1.2) 
这 些 方程 的 积分 曲线 称 为 了 的 梯度 曲线 或 流 线 . 
现在 对 任意 函数 , ee hd 则 有 


3Ay 一 CV) = ahgs Bf ~ (yh,vf). (6.1.3) 
9y Dy” By 


为 了 考虑 反对 称 度量 ， 3 


Q= Dgsdy' Ndy' = dy Ady% 一 dyAdy (对 n= 2 时 ), 
j=1 


= 


(6.1.4) 
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其 中 g; 二 一 gi ydet(85) 天 0. 所 有 的 人 2 构成 一 个 2n 维 的 线性 向 量 空 
间 , 称 之 为 相 空 间 . 
记 相 空 间 的 坐标 为 
x3p) = (Tse Tp ps) = Cy sy ). 


(6.1.5) 
有 时 为 了 方便 我 们 也 将 (x,p) 称 为 相 空间 . 这 也 就 是 分 析 力学 中 引进 
的 相 空间 的 坐标 . 对 于 力学 问题 ,在 这 组 坐标 下 具有 以 下 形式 : 


Q = PariNdp., 
ie=l 


a 
EE -| 中 
定义 6.1 称 具 有 如 (6. 1. 6) 式 度量 形式 的 2n 维 线性 向 量 空间 


为 Symplectic 空间 , 记 做 S”. 这 时 (6. 1. 6) 式 中 的 只 称 为 Symplectic 
形式 . S" 上 的 线性 代数 构成 Symplectic 几何 . 


(6. 1.6) 
这 时 (gs ) 有 简单 的 形式 


在 正则 坐标 中 Hamilton 方程 具有 十 分 简单 的 形式 


y= (=1,.,2n) 
或 
~ 9H 
ap;" 
六 一 红 


(6.1.7) 
对 于 任 一 函数 f(x,p,t), 由 (6.1.7) 式 有 


天 = ¥ + (vv8). (6.1.8) 
特别 地 , 当 f= 二 日 =H(x,p,) 时 ,由 于 (VH,VH)= 一 (VH,VH)=0， 
我 们 有 


全 下 = 3 
EH 3 
由 此 ,车 扩充 相 空 间 为 (x,p,t,E), 令 z 


(gs ) 和 自分 别 扩充 为 


t, pn+1 二 E, 并 且 
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O 1 0 
-| 0 0 
有 0 0 0 -1 
0 0 0 
f= Ddr'iAdp:— dAdE, (6. 1.9) 
ie=l 
再 令 生 (x,p,t,E) 二 Hlx,pyt) 一 E, 则 有 
._H ._H ,i 
3 ap’ P= i aE’ E Be (6. 1.10) 


由 此 可 以 看 出 ,着 HCx,p,) 不 显 含 4, 则 有 3 一 0. 这 时 ,由 (6.1.10) 
式 的 最 后 一 式 得 一 const. 这 就 是 能 量 守恒 定律 

二 、Poisson 括 弧 

如 果 给 定 了 (x,p) 的 两 个 函数 /Cx,p) 和 g(x,p) 以 及 相 空间 
的 度量 ce,) 一 | | 出 它 们 阐 度 的 内 各 为 


af .og 
9y 


2n 
,8}= (Vf, Vg) = g < 
{f'8}= (Vf v8) = 2 8s By 


of .3 _ 8 .81 
2 (2 1 


i=1 


{f,g}) 称 为 Poisson 括 弧 . 


易于 验证 Poisson 括 弧 具 有 下 列 性 质 : 
(1) {fg}=—{g,f}, (Afi t+pfi,g}=A{fi,g}+p(fi,g), 其 
中 A,yER; 


(2) Jacobi 恒等式 : 
{f,{g»h}}+{h, (fg}}+{g, {fh}}=0; 
(3) {fg,h}=flg,h}+g{(f,h}; 
(4) V(f,g) 二 一 LVf,Vgj], 其 中 [,] 为 我 们 在 第 四 章 $5 中 定 
义 过 的 Poisson 插 绝 或 Lie 括号 . 


第 六 章 ”动力 系统 的 几何 理论 227 


性 质 (1) 一 (3) 易 于 验证 ,实际 上 ,对 (2) 取 梯度 ,利用 (4), 就 得 
到 第 四 章 的 (4. 4. 30) 式 ,所 以 知 Jacobi 恒等式 (2) 和 第 四 章 的 
(4.4. 30) 式 是 梯度 和 积分 的 关系 , 故 它们 可 以 互 推 . 
现在 我 们 只 验证 性 质 (4). 由 于 
p97 yo 
[€,7n] = tay ?ay7， 
则 得 对 于 x 坐标 的 [,] 为 
1_9f .3 /ag) 3f .3 /98 
[vf, Ve] ap (9 ) ar on (aE) 
ag .9 /af\, 3g.3 /29f 
op 9z (55 + or 9p (Bs) 
ar .831/3g&\ 3ag . 8138 
~ ap 了 (这 )+ as ap (5%) 
_af. 9 (28) ag .之 (32) 
op 3r\9p ar Adp \9r 


_af/8..38 of.) 
3 (Br ap ap 闯 ) vif,g}. 


对 于 p 坐标 同样 证 明 . 

Poisson 括 弧 的 性 质 说 明 ,对 于 定义 在 相 空 间 上 的 函数 , 它 构 
成 Lie 代数 . 

现在 我 们 来 讨论 下 述 定 理 : 

定理 6.1 如 果 微 分 形式 2 是 闭 形 , 即 dQ 一 0, 则 由 (6. 1. 11) 
式 确定 的 光滑 函数 的 Poisson 括 弧 构成 Lie 代数 ;反之 , 若 由 (6. 1. 11) 
式 确定 的 光滑 函数 的 Poisson 括 弧 构成 Lie 代数 , 则 8 是 闭 形 . 

证 明 由 于 2 是 微分 形式 : 


2n 
2= Dy gsdy' Ady’, 
ivj=1 


故 由 上 式 gj 定义 的 (6. 1. 11) 式 自然 满足 反 交 换 律 
{f,g} =— {g,f}, (6.1.12) 
所 以 剩 下 的 只 要 验证 Jacobi 恒等式 . 而 它 等 价 于 
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VvV{f,g} =— [vf, Vg], (6.1.13) 
写 出 其 左 端 坐标 形式 ，: 


:go ,af ,9g 二 Of .0819.08 
Vif,g}=p ag ay ”ay + erg (Bay By tay: 3 
而 右 端的 坐标 形式 为 


dg .9g .af jag .9f .9g 
—[V/, Ve =g"SE-. 8 .Ef ;8 
[YA 一 Byr “3y' By’ 8 By "By "By 


OR 。 of _ sou9f oO'g 
+g’g By’ "By By 28 dy dyoy 
将 这 两 式 等 起 来 得 
9g” ti og” ag” ar .sag _- 
( te oy +8 8 ) 让 3 
由 于 2 和 8 的 任意 性 , 故 有 
gr 98 gr Ae + 0. (6.1.14) 
By 9y 
上 式 乘 以 ggmwmgw 考虑 到 
8 = 一 gr ogy 
By 3 一 3 
最 后 得 
dem | Or | Bp 0. (6.1.15) 


ay” Bay” oy” 

而 这 个 式 子 正好 是 8 为 闭 形 的 条 件 . 定理 得 证 .上 

现在 我 们 讨论 这 样 的 问题 : 若 2 为 闭 形 , 且 2 不 退化 , 即 
42" 取 0, 是 否 存在 一 个 坐标 系 使 2 的 正则 的 形状 如 (6. 1.6) 式 ? 回 
答 是 肯定 的 . 由 下 述 定理 给 出 . 

定理 6.2(Darboux 定理 ) 设 2 是 一 个 定义 在 R”" 中 点 y 的 某 
邻 域内 的 非 退 化 二 次 闭 形 , 则 在 该 邻 域 内 可 以 选取 坐标 (x!，…， 
Zz", 志 ，… ,pp,) 使 这 个 二 次 闭 形 为 

@ = dr'iMdp.. (6.1.16) 
证 明 ”考虑 在 x 的 邻 域 内 , 令 82, 是 常 系数 的 二 次 微分 形式 ， 
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坐标 是 以 x 为 参量 ,而 2, 为 定理 中 给 定 的 非 退 化 二 次 闭 形 , 以 y 
为 坐标 参量 . 现在 我 们 要 引进 x 和 y 之 间 的 坐标 变换 : 
f:ymx. 《人 人 
首先 考虑 二 次 微分 形式 
4 一 0 十 (0 一 fo) (6. 1. 18) 
这 时 由 于 假设 2, 是 闭 形 ,根据 Poincaré 道 定理 知 , 在 点 xo 的 邻 域 
内 存在 一 次 微分 形式 w, 使 
0,— Qo = do, (6. 1.19) 
而 且 不 妨 设 在 点 x。 有 o(xo) 一 0. 
设 变换 (6. 1. 17) 为 向 量 场 y, 所 定义 的 变换 群 ,显然 , 它 也 依赖 
于 参数 t, 记 为 f.. 再 考虑 
vgjydy), 一 wm， 一 一 0. (6.1. 20) 
6.1.20) 式 中 ,对 于 给 定 的 w, 由 于 (g;), 是 非 退 化 的 ,所 以 可 以 唯 
一 地 确定 一 个 向 量 场 v. 
最 后 ,考虑 二 次 微分 形式 2, 在 经 过 变换 f, 所 引起 的 切 空间 的 
对 偶 变 换 f; 后 得 到 的 二 次 微分 形式 对 t 的 变化 率 . 由 于 


dg 
dt 


= frid0y,* 0) 十 六 (Co 一 2) 

三 廊 ( 一 do) 十 广 (do) 一 0， (6.1.21) 
从 而 有 f*2,==fi 2 二 0,, 即 f, 将 2, 变 为 常 系数 的 二 次 微分 形 
式 史 ,. 


EQ)= LQ + 


对 于 常 系数 的 8 一 》 gydy Ady , 即 当 避 为 常数 时 ,可 以 找 
寻 一 个 线性 变换 ,将 (gs) 变 为 反对 角形 逢 形 , 妈 


O 工 
(gj) 一 (6. 1.22) 
一 了 OO)2xzn 


(I 为 n 阶 单位 阵 ). 这 时 ,我 们 就 有 标准 形式 (请 读者 证 明 ) 
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8 一 drA 人 dpi， (6. 1. 23) 
即 定理 得 证 .上 
Darbaux 定理 是 关于 Symplectic 几何 的 基本 定理 , 它 说 明 当 g; 
不 是 常数 时 ,Symplectic 几何 可 以 通过 坐标 变换 将 一 次 微分 形式 变 为 
常 系数 , 且 为 标准 形式 (6. 1. 23), 即 可 化 为 平 直 的 空间 . 这 个 性 质 对 
于 Riemann 几何 是 不 成 立 的 ,在 那里 不 可 能 通过 坐标 变换 将 一 次 微 
分 形式 变 为 常 系数 . 


三 、Symplectic 几何 与 Hamilton 动力 系统 


设 我 们 在 正则 坐标 中 有 一 个 Hamilton 函数 及, 这 时 任何 函数 
f=f(x,p) 沿 着 Hamilton 系统 的 导数 为 


f = {f,H}. (6. 1. 24) 
特别 地 ,有 
z#= tx, 有 = 误 ， 所 = {pH) -一 并. 


由 以 上 讨论 ,立刻 可 得 :如 果 {f, 互 } 二 0, 这 时 f 称 为 Hamilton 
系统 的 积分 , 则 Hamilton 系统 积分 的 集合 组 成 Lie 代数 ,关于 相 乘 
的 函数 是 封闭 的 . 这 个 结论 可 由 (6. 1. 12) 式 直接 得 到 , 即 若 f,g 满 
足 {f,H}==0,{g,H})==0, 则 有 {{f,g), 昌 } = 二 0, 即 两 个 积分 的 
Poisson 括号 还 是 Hamilton 系统 的 积分 . 


对 于 不 显 含 时 间 : 的 Hamilton 函数 H(x,p) 一 0, 有 号 一 0 


这 表示 沿 梯度 Vf 上 互 保持 常数 ,因而 Vf 与 等 能 面 玉 二 EE 相 切 . 由 
于 切 于 给 定 面 的 向 量 场 张 成 Lie 代数 的 子 代数 ,所 以 说 , Hamilton 
系统 的 Lie 代数 是 在 给 定 能 量 百 (x,p) 王 王 水 准 上 的 Lie 代数 . 
现在 我 们 引进 如 下 定理 : 
定理 6.3 令 Hamilton 系统 有 Hamilton 函数 (x,p) ,满足 
aH aH 


I ap:” 万 一 az; 


(i= 1,,n), 
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则 二 次 微分 形式 Q=dz' A dp; 在 Hamilton 系统 上 保持 


02=0. (6. 1. 25) 
证 明 由 于 名 一 Lp ,为 了 计算 它 ,考虑 
一 人 AD: 十 OA 人 0:， (6.1.26) 
d(Cdz) _ ,/aH\ AH FH 
dt d(Bp:) Bp tapap dP (6. 1. 27) 
d(dp,)) __ /aH aH _ aH 
dt aa) Br dz dr arap, Pit6. 1.28) 
由 此 
dCdz Ndp,) _ aH 
dt Bh Dz BP dp 二 5 Bp7 dp Ndp: 
aH 
dr /Na 9 Dp; dh; 0. 


上 式 考虑 了 外 积 的 反对 称 性 便 为 零 ， 重 
推论 (Liouville 定理 ) 相 空 间 (x,p) 中 的 体积 在 Hamilton 系 
统 运动 之 下 保持 不 变 . 
证 明 ”因为 2 一 0, 由 (6.1.26) 式 得 
OA...AD = 0， 
一 一 
因而 这 一 空间 的 体积 不 变 , 即 相 空 间 中 的 体积 是 Hamilton 系统 运 
动产 生 空间 点 的 变换 下 的 不 变量 .有 
定义 6.2 定义 在 流 形 MU”* 中 的 (局 部 ) 变 换 %: S”" 一 S” ,如 果 
它 保持 定义 在 .如 "上 的 Symplectic 二 次 微分 形式 2 不 变 , 则 称 8 为 
(局 部 ) 正 则 变换 . 
换 句 话说 ,正则 变换 是 Symplectic 空间 的 运动 变换 , 即 保持 
Symplectic 空间 的 度量 不 变 的 变换 . 既然 Hamilton 系统 的 运动 轨 
线 是 单 参数 正则 变换 群 , 它 就 对 应 一 个 向 量 场 . 


定理 6.4 若 给 了 向 量 场 5= (35 ,一 3 ) , 则 存在 局 部 光滑 
且 单 值 的 Hamilton 函数 二 (x,p) ,使 给 定 的 向 量 场 8 就 是 由 本 数 
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瓦 (x,p) 对 应 的 向 量 场 . 
证 明令 在 (x,p) 坐 标 中 ,5 一 (A:，B;) ,考虑 对 微小 时 间 间 隔 
At, 有 


i 


wr A pAt Fo(AD) SE, 
by: 为 


/ 


pi pit BiCxp)At+o(At) a pt. 
定理 要 求 保持 二 次 形 
dzi Adp: = dx’ Adp!, 


即 
dz'Adp; = (dz’' + (dA’')At) A (dp; + (dB;)At) 
= dz'Mdp; + at (az Adp: + 路 dp; Mdp: 
a aB;, 
十 总 :dz Adp; + sz dr Adz )+ oC At). 
由 此 得 
a4i 3a4:_a4 
(1 ) ap; db; 人 dz 0>ap pr 
3B， BaB 
(2 了 dz 人 dz ES 
B， 3a4A:_ 3B， 
(3) ar 人 db， 0 dz Ad <—>a07 — ap 


如 果 A' 一 ，B; 一 一 2 , 则 这 些 条 件 得 到 满足 .反之 ,由 这 

些 条 件 知 公 式 A'dp'; 一 Bidz' 是 完全 微分 ,由 此 给 出 Hamilton 函数 
H(x,p) = [~ ,Bidz' + A'dp). 

定理 得 证 上 ‖ 

注 当 互 显 含 时 间 上 时 ,所 得 的 变换 加 不 是 群 ,因为 

eo 天 

当 n 二 1 时, Q 二 dr dp, 守 恒 的 二 次 形 对 应 于 面积 定理 . 

在 相 空 间 (x,p) 的 线性 正则 变换 称 为 Symplectic 变换 . 当 n=1 
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时 ,Symplectic 变换 就 是 FU2, RR). 如 果 五 (x,p) 是 二 次 型 
H= Dlasriz’ +bszips tecspips (6.1.29) 
则 它 对 应 于 对 称 和 矩阵 


(4 | 其 市 和 二 (0 B= (W)C (6) 
Br C » = (asy), 下 /> m= oy)y 
(6.1.30) 
此 处 A,B,C 是 对 称 的 . 如 果 ?一 (x,p), 则 有 
2 B C 
y== Ky， 其 中 K=(_， a (6.1.31) 


这 样 一 来 ,Symplectic 群 的 Lie 代数 具有 和 矩阵 形式 天. 这 一 Lie 代数 
和 二 次 型 (6..1. 29) 关 于 Poisson 括号 的 Lie 代数 重合 . 二 次 微分 形 
式 的 Hamilton 系统 称 为 广义 振动 系统 . 


四 、Hamilton-Jacobi 方程 


现在 我 们 这 样 来 提出 问题 :考虑 1 一 0 时 ,在 2n 维 相 空间 的 

维 曲面 卫 , 它 的 方程 为 
pi = 万 (zyz) (i = 1 sn). (6. 1. 32) 

曲面 上 每 一 点 将 沿 着 具有 Hamilton 函数 电 (x,p,t) 的 轨 线 运动 .在 
t>0 时 ,得 到 变 了 形 的 曲面 工 , 且 丁 = 了 .在 推广 的 相 空间 (x,p，,t,E) 
中 把 这 些 超 曲面 看 做 十 1 维 曲面 更 为 方便 些 . 当 t==0 时 , 它 的 截 口 
便 是 Th. 

定义 6.3 曲面" "在 推广 的 相 空 间 中 称 为 是 Lagrange 曲面 ， 
如 果 在 "+ 上任 一 曲线 y 从 任 一 点 出 发 ,作用 量 = | (pdx— Edt) 
(E 二 详 (x,p, 四 在 曲面 T"' 上 ) 是 有 界 点 的 局 部 单 值 函 数 . 

定理 6.5 设 T 的 方程 是 pi; 二 f(x) (i 二 1,…,n) (或 对 于 


"1 时 ,i 二 0,1,*…,n,po 二 ,x' 一 t) , 它 为 Lagrange 曲面 的 充分 必 
要 条 件 是 
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350 (在 r" 上 ); (6. 1. 33) 
Aar 
3 人 (在 rm 上 ) (6. 1. 34) 
Aar 
和 
OS | a as 
-HGpD) 或 个 守 于 H(t): 


证 明 设 S 是 局 部 单 值 函数 . 因为 = | pdx 一 Hdz, 按 照 定义 
则 有 dS==pdx 一 Hdt. 由 此 


-3S,_H-9S 
相反 ,车 p 一 吕 , 一 日 一 总, 则 S 是 单 什 的 上 
作用 量 S(x,t) 称 为 轨 线 作用 量 ,而 方程 


as a5- VY 
+H(x't)=0 (6. 1. 35) 
称 为 Hamilton-Jacobi 方程 . 
若 已 知 S(x, 人 ), 则 卫 ""' 由 方程 p 一 剖 ，E 一 给 出 .而 它 的 
截 吕 是 当 := 时 97 从 T= 按 万 一 一 3 ,一 8 运动 到 时 刻 
t 得 到 . 


在 相 空间 (p,x) 中 ,n 维 曲面 一 称 为 是 Lagrange 曲面 ,如 果 它 的 
任意 的 切 向 量 的 反对 称 积 为 零 ( 即 在 夏 上 2 = >)dz Adz 为 零 ). 

显然 在 正则 变换 下 ,Lagrange 曲面 仍 是 Lagrange 曲面 . 

例如 ,Ps 二 {x 二 xo,p 变化 } 和 TT 二 {p= po,x 变化 } 都 是 
Lagrange 曲 面 , 且 变换 xr>p,pr= 一 x 互 换 了 了. 与 T. 

定理 6.6 若 久 一 太 (x) 给 出 了 Lagrange 曲面 , 则 可 以 求 出 


S(x) ,使 得 六 一 3 5 ,反之 亦 然 
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证 明 车 曲面 丰 由 pi 二 fi:(x) 给 出 , 则 2 在 上 为 
8| .= DdriAdp(x) = DdzriAdzi. 
由 此 有 
9 i a. 了 i 
9.= 3 (a)aiNdz. 


ic 3z 


车 人 Q|, 一 0, 则 有 = 这 一 条 件 既是 必要 的 也 是 充分 的 . 因此 


S09) 一 上 -f(Ddz' 是 单 值 函 数 . 定理 得 证 ， 上 
车 肌 H(x,p) 不 显 仿 时 间 +, 则 有 下 面 的 定理 . 


/aH _9H\_,; ;tn: 
定理 6.7 (1) 向 量 YH 一 (6p Se ( 羡 , 户 ) 切 于 曲面 
H=E,=const; 


(2) 向 量 YH 和 切 于 互 =E 的 任何 向 量具 有 零 数量 积 ; 
(3) 任何 n 维 Lagrange 曲面 ,对 五 = 下 水 准 上 在 任何 点 VE 
都 是 切 向 量 . 
证 明 ”向量 § 切 于 态 =E 的 充分 必要 条 件 是 
#2 =0, y= (x,p)， 
因而 


ik aH 
By 


:OH _ 
QOy* 


(€,VH) = tigy (VH’) = tigyg 0. 


(1),(2) 同 时 得 证 . 

为 了 证 明 (3), 令 p 是 n 维 Lagrange 曲面 卫 上 的 点 .处 于 五 = 
EE, 水 准 上 . 而 得 ,…,E 是 上 点 了 切 空间 的 基 向 量 , 按 照 La- 
grange 曲面 的 条 件 , (&;,é&;)= 二 0, 现 考虑 VH, 由 (2) (VH，,é,)==0， 
因而 


é 


vVH = Déi. 
由 此 ,YH 切 于 卫 . 这 一 事实 对 卫 上 任何 一 点 都 对 ， 上 
考虑 在 H(x,p) 二 Eo 水准 上 的 任 一 n 一 1 维 的 Lagrange 曲面 
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4" 1 ,从 它 的 每 一 点 出 发 有 一 条 相 空间 (x,p) 的 轨 线 . 假设 由 这 些 
轨 线 构成 的 曲面 是 n 维 的 . 这 时 n 维 曲 面 T" 是 Lagrange 曲面 , 且 


处 于 H(x,p) 一 忆 水 准 上 . 如 果 局 部 上 曲面 由 p. 一 /Cx) 一 93 给 
出 , 则 So (x) 满 足 Hamilton-Jacobi 方程 


二 本 (ss (6. 1. 36) 


这 时 函数 SC(x,t) 二 J pa 具有 如 下 形式 : 
= 一 395 - 3S 
S(x,t) 一 一 Eut 十 So(Cx)， = H (ne) 


§ 6.2 Birkhoff 系统 


一 、Birkhoff 方程 


1927 年 G. D. Birkhoff2 在 他 的 专著 《动力 系统 》(Dynamical 
Systems) 中 最 早 引 进 了 一 种 常 微分 方程 组 的 表述 形式 . 后 人 经 过 
不 断 研 究 ,把 这 种 形式 的 方程 组 称 为 Birkhoff 方程 . 

设 有 未 知 函 数组 w(p 王 1,2,，…2z) , 记 a 一 (ala2z an)， 定 
义 a 的 函数 

B=Ba) 和 R,=R(a) (p=1,2,.,2n). 
B 称 为 Birkhoff 函数 ,R, (jy 二 1,2,… ,2n) 称 为 Birkhoff 函数 组 ,而 
方程 组 
wa (Oo 一 2 =0 (p=1,2,%,2n) (6.2.1) 


称 为 Birkhoff 方程 ,其 中 
aR,_ oR (6. 2. 2) 


二 da” ea" 


Com 


@ ”G.D. Birkhoff(1884 一 1944) ,美国 数学 家 . 
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若 令 
Q=w,dar Ada, 0= R,da’, (6. 2. 3) 
则 有 
0Q=d. (6. 2. 4) 
Birkhoff 方程 的 另 一 种 形式 为 


2 =a) BE Glam) (6.2.5) 
显然 是 一 个 二 次 的 恰当 形 . 假定 定义 在 流 形 A” 上 的 2 是 非 退 
化 的 ,因而 {NM",Q}) 就 构成 一 个 Symplectic 几何 形 或 Symplectic 流 
形 .方程 (6. 2. 5) 的 右 端 称 为 Birkhoff 向 量 场 . 在 以 a* 为 坐标 时 有 


Xsda = Q1dB, (6. 2.6) 
其 中 和 一 (5 2 ). 我 们 把 (2,Xa} 称 为 Birkhoff 自 守 
动力 系统 . 
如 果 在 Hamilton 方程 
_aH 
ap:” 
Gi = 1,29° 0) (6.2.7) 
名 组 
; ar; 
中 , 令 
， 一 1,2，……71， 
“| en (6. 2. 8) 
Perns p=n 二 lsn+2,.,2n, 
oI, 
(wu) = | ] (6. 2.9) 
-L 0 
其 中 工 为 n 阶 单位 矩阵 , 则 方程 (6. 2.7) 可 以 表 为 
2 = aa) HD) (1,2,,2n). (6.2.10) 
Qa”* 


可 见 Hamilton 方程 是 Birkhoff 方程 的 特殊 情形 ,只 要 把 Hamilton 
函数 理 看 做 是 Birkhoff 函数 B, 把 矩阵 (6. 2. 9) 看 做 是 2 就 可 以 
了 .所 以 Birkhoff 方程 是 比 Hamilton 方程 更 为 广泛 的 一 类 方程 . 
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现在 我 们 提出 的 问题 是 : 是 否 任意 给 了 一 个 微分 方程 组 
Zi= fi(x) (i= 1,2,%,m) (6.2.11) 
都 可 以 通过 适当 的 变换 化 归于 Birkhoff 方程 的 形式 呢 ? 回答 是 肯 
定 的 . 
首先 ,Birkhoff 方程 要 求 方程 是 偶数 阶 的 . 如 果 m 二 2n 一 1 为 
奇数 , 则 可 以 补充 一 个 方程 


Se (6.2.12) 
我 们 令 
,p=1,2, ,2n—1, 
术语 = 上 人 (6.2.13) 
ti， p= 2n, 
则 可 以 把 方程 (6. 2. 11) 一 般 地 写 为 
d= Xe (p= 1,2,.,2n), (6.2.14) 
其 中 
， 天 一 1 222 一 1， 
Xr 一 人 2 (6. 2. 15) 
1， 2n. 


其 次 ,如 果 已 经 知道 了 偶数 阶 的 方程 (6. 2. 14) , 亦 即 已 知 偶数 
维 的 向 量 场 X=(X! ,X? ,…,X”) ,能 否 找到 等 价 的 Birkhoff 方程 ， 
即 把 X 表 成 方程 (6. 2. 5) 右 端的 形式 ?回答 是 肯定 的 . 

事实 上 ,如 果 能 够 把 X 表 成 方程 (6. 2. 5) 右 端的 形式 , 则 有 


aB 


X= or 


即 
(名 - 妆 )x* -站 
这 是 一 组 以 R, 为 2n 个 未 知 函 数 的 2n 个 方程 的 一 阶 偏 微分 方程 
组 ,对 于 任何 给 定 的 函数 B 它 都 有 解 .所 以 不 管 以 什么 形式 给 定 的 
动力 系统 ,都 可 以 把 它 化 归 为 Birkhoff 方程 的 形式 . 
Birkhoff 方程 还 有 它 的 非 自 治 的 形式 , 即 当 函数 组 R, (j=1， 
2,…,2n) 和 函数 B 都 依赖 于 时 间 t 时 ,方程 可 以 写成 


(w=1,2,.,2n). (6.2.16) 
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aB(t,a) R(tya) _ 
Oar* ot (6.2.17) 
Cp = 1,2,°° ,2n). 
如 果 R,Cj 二 1,2,…,2n) 不 显 含 时 间 i, 则 上 式 称 为 半 自 治 
在 半 自 治 的 情形 ,Birkhoff 方程 有 如 下 的 形式 : 
_ 2B(i,a) 
QAa” 


Ww (a)d” 


Wn (a) a =0 (y=1,2,.…,2n). (6.2.18) 


对 于 任何 非 自 治 的 动力 系统 ,同样 可 以 证 明 能 够 化 归于 Birk- 
hoff 方程 ,不 过 一 般 来 说 ,得 到 的 Birkhoff 方程 也 是 非 自治 的 . 


二 、Birkhoff 方程 的 性 质 
令 A=A(a), 它 对 时 间 t 求 导数 ,按照 半 自 治 的 形式 (6. 2. 18) 有 
ho = ar = An 9B HN (A,B}. (6.2.19) 
Oar* Aa* Da 


这 个 式 子 定义 了 广义 的 Poisson 括号 {(……) .因为 Birkhoff 张 量 om 
满足 可 积 性 条 件 


ww =—w, 
Bo aor ao _ 加 (6. 2. 20) 
Aar Da'! Da? 
由 此 可 以 推出 (A,B) 满足 Lie 代数 的 条 件 

{A,B}' +{B,A}* =0, 

{{A,B}",C}" +{{B,C}",A}’ +{{C,A}",B}’ =0. 
从 这 个 性 质 可 以 推出 Birkhoff 方程 具有 类 似 于 我 们 在 上 一 节 讨论 
的 Hamilton 方程 的 许多 性 质 . 

定义 6.4 如 果 有 流 形 MU” 到 .如 "上 的 映射 p 保持 Birkhoff 动 
力 系 统 {MU”,Q,Xs}) 的 Symplectic 结构 , 即 有 

8” (wu da Nda’) 一 omda“ 人 da"， (6. 2.22) 

则 这 个 映射 称 为 广义 正则 变换 . 

类 似 地 ,Hamilton 系统 正则 变换 的 许多 性 质 也 可 以 推广 到 广 
义 正则 变换 上 来 . 例如 正则 变换 保持 Birkhoff 方程 的 形式 等 . 


| (6. 2.21) 
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可 以 证 明 , 如 果 变 换 p: NU” 一 MA”, 即 a* 一 a* , 则 这 个 变换 是 

广义 正则 变换 的 充分 必要 条 件 是 
jar a” 
ew ee = wo. (6. 2. 23) 

由 此 可 以 推出 广义 正则 变换 保持 张 量 2 的 性 质 (6. 2. 20), 从 
而 推出 广义 正则 变换 保持 广义 Lie 括号 的 性 质 (6. 2. 23). 而 且 可 以 
证 明 广 义 正则 变换 组 成 一 个 Symplectic 群 , 即 连 续 作 两 个 正则 变 
换 的 结果 ,还 是 一 个 正则 变换 . 

一 般 说 来 ,给 了 任意 一 个 动力 系统 ,虽然 已 证 明 能 够 把 它 表 为 
Birkhoff 方程 ,但 是 实际 做 起 来 却 并 不 容易 . 如 何 实际 地 把 一 个 动 
力 系 统 化 归于 Birkhoff 方程 ,仍然 是 一 个 研究 中 的 课题 . 现在 我 们 
简单 地 举 两 个 例子 . 

例 1 给 了 动力 系统 

立 十 Zz 十 YZ = 二 0， 
其 中 7 为 常数 ,要 求 把 它 化 归 为 Birkhoff 方程 . 

解 对 于 一 个 Hamilton 系统 ,我 们 能 够 把 它 化 归 为 Hamilton 
标准 形 . 易于 看 出 ,由 于 系统 有 阻尼 项 ,显然 它 不 是 Hamilton 
系统 . 

令 工 为 al ,为 a?, 则 系统 可 以 表 为 


再 令 
B= 于 [Ca 十 (oz)9]， 


设 所 化 为 的 Birkhoff 方程 是 非 自治 的 ,于 是 我 们 需要 求解 一 阶 偏 
微分 方程 组 


ot da' aa: (C6. 2. 24) 
BR， _ ES 3 )a az 区 
at Qa’ aa: 
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设 Rs 与 a! 无 关 , 我 们 就 得 到 第 一 个 方程 的 特征 方程 为 


da _ da’ -dd 
0 —a—y 1 一 ai 
这 组 方程 的 通 积分 为 
aq 一 cl， 
| 十 al)e" 一 cz 
Ri 十 at 一 


于 是 方程 组 (6. 2. 24) 的 第 一 个 方程 的 通 积分 可 以 写 为 
Bla!',(ya’ a!)e” ,Ri 十 ali) = 0. 
我 们 可 以 取 它 的 特殊 情形 
R， 十 一 二 0 +al)er = 0， 
即 有 Ri = 二 0 十 al)ex 一 Qt 
把 这 个 表达 式 代 人 方程 组 (6. 2. 24) 并 对 R; 求解 ,可 得 


R, = 二 ca —at. 
2 


最 后 我 们 得 Birkhoff 方程 为 
一 era2: 一 ex (ya2 十 al) 一 0， 
和 一 era2 =0. 
这 里 我 们 有 


B 一 去 [Co): + (a7)], 
及 ; = 地 Oe 十 al)er 一 alt， R,= Fee 一 Q2t。 


例 2 试 证 线性 常 系数 Birkhoff 系统 一 定 是 Hamilton 系统 . 
证 明 在 一 般 情形 下 线性 常 系数 Birkhoff 系统 可 以 表 为 方程 
组 (6. 2.5) 的 形式 


d=) BE 一 122m0， (6.2.25) 


其 中 ww (qa) 组 成 常数 反对 称 和 矩阵 (wr), 而 Bl(a) 必 为 a 的 二 次 函 
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数 .不 妨 设 
Bla) = 到 arha， 
这 里 4 为 实 对 称 矩 阵 ,其 元 素 为 A;. 
这 样 方程 组 (6. 2. 25) 就 可 以 写 为 
2 = Ava (=1,2,,2n), (6. 2. 26) 
把 方程 转 置 写 为 
(@)T 一 一 (ax)TAwow (v=1,2,.,2n). (6.2.27) 
(6. 2. 26) 式 左 乘 以 Ca) "A, 并 求 和 ,而 (6. 2.27) 式 右 乘 以 Awa" 并 
求 和 ,把 得 到 的 两 个 式 子 相 加 ,考虑 到 矩阵 的 对 称 和 反对 称 性 质 ， 
我 们 就 可 以 得 到 
(a<)TAd" 一 0， 
积分 得 
(a*)TA,a’ = const. 
这 个 式 子 可 以 看 为 系统 的 能 量 守 恒 . 我 们 知道 守恒 系统 是 Hamil- 
ton 系统 的 本 质 特 点 ， 下 
剩 下 的 问题 是 : 矩阵 (w”) 能 否 在 取 适 当 的 坐标 系 时 化 为 
《6. 2.9) 的 形状 ? 回答 是 肯定 的 ,根据 达 布 定理 . 也 就 是 说 ,我 们 总 
可 以 采用 适当 的 坐标 系 把 线性 常 系数 的 Birkhoff 系统 化 归 为 
Hamilton 系统 的 标准 形式 (6. 2. 7). 


$6.3 动力 系统 


一 、 动力 系统 


动力 系统 的 概念 来 自力 学 ,最早 使 用 这 个 名 词 的 是 J.H. 
Poicaré, 他 在 1881 年 到 1886 年 间 发 表 的 重要 著作 《微分 方程 所 定 
义 的 积分 曲线 》 中 ,把 从 力学 中 的 动力 学 所 提出 来 的 常 微分 方程 组 
称 为 动力 系统 . 随后 ,1917 年 ,G. D. Birkhoff 发 表 了 论文 《二 自由 
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度 的 动力 系统 》, 系 统 发 展 了 Poicaré 的 思想 ,1928 年 又 发 表 了 研究 
专著 (动力 系统 》 从 而 奠定 了 现今 数学 动力 系统 的 基础 . 现在 我 们 
来 引进 动力 系统 的 概念 . 
设 有 一 个 系统 % 它 在 时 刻 t 的 一 个 状态 可 以 由 x (zt) 来 表示 ， 
它 在 时 刻 :十 At 的 状态 可 以 单 值 地 由 下 式 来 确定 ; 
x(t+ At) = T(x(t) ,t, At), (6. 3.1) 
这 里 了 是 算 子 , 它 可 以 是 微分 算 子 、 积 分 算 子 .矩阵 算 子 等 等 , 且 可 
以 是 线性 的 也 可 以 是 非 线性 的 ,由 它 确定 状态 从 时 刻 上 到 下 一 时 刻 
t 十 At 变化 的 过 程 . 在 这 里 ,At 可 以 任意 取 值 ,也 可 以 取 固 定 值 . 
如 果 了 不 依赖 于 时 间 +, 则 上 述 动力 系统 9 称 为 是 自治 的 ;和 否 
则 , 称 为 非 自治 的 . 有 时 为 了 方便 ,适当 将 描述 状态 的 量 x(z) 扩 展 ， 
把 非 自治 动力 系统 算 子 工 中 的 时 间 : 归并 入 状态 x(z) 中 ,这 时 非 
自治 动力 系统 就 可 以 看 做 自治 动力 系统 ,从 而 动力 系统 可 以 统一 
地 记 为 
x(t+ At) = T(x(t) ,At). (6. 3. 2) 
动力 系统 9 的 状态 x 可 以 看 做 某 个 空间 的 点 . 由 动力 系统 7 的 
所 有 状态 组 成 的 空间 称 为 动力 系统 7 的 相 空 间 . 
动力 系统 7 的 状态 x 随时 间 的 变化 ,经 过 相 空 间 的 点 , 相 空 
间 的 这 些 点 的 集合 构成 了 相 轨 道 . 由 于 算 子 工 的 单 值 性 ,通过 相 
空间 的 每 一 个 点 有 且 只 有 一 条 相 轨 道 . 
动力 系统 的 性 质 由 时 间 变 量 t、 算 子 T 和 状态 变量 x 的 不 同情 
况 来 决定 . 时 间 的 增 量 At 可 以 是 连续 的 或 是 固定 值 ,对 应 的 动力 
系统 的 状态 可 以 是 随时 间 连 续 变 化 的 实 变 函 数 ( 也 可 以 是 复 函 
数 ), 还 可 以 逐步 改变 . 对 于 后 一 种 情形 可 以 把 动力 系统 的 状态 变 
量 x 的 时 间 取 为 整数 并 记 为 x,(& 二 1,2,…), 这 时 动力 系统 可 以 
记 为 
Xeni = Tx). (C6; 3. 3) 
对 这 种 情形 ,我 们 称 之 为 级 联动 力 系统 . 
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对 于 A: 可 以 连续 变化 的 情形 ,假设 x(z) 随 i 是 充分 光滑 的 , 则 
可 以 把 (6. 3. 1) 式 改写 为 x(z) 对 At 的 微 商 形式 
OO = PCz)， (6. 3.4) 
dt 
这 里 下 是 算 子 .这 种 提 法 的 动力 系统 与 动力 系统 (6. 3, 1) 不 同 , 动 
力 系统 (6. 3. 1) 是 以 积分 形式 给 出 的 ,而 现在 是 以 微分 形式 给 出 
的 . 在 更 多 的 实际 问题 中 ,特别 是 在 物理 学 和 力学 中 的 动力 系统 模 
型 ,经 常 是 以 微分 的 形式 提出 的 , 称 为 微分 动力 系统 . 

对 于 有 限 维 的 微分 动力 系统 , 设 它 的 维 数 为 n, 则 (6. 3. 4) 式 就 
是 一 个 n 维 常 微分 方程 组 , 它 的 右 端 是 一 个 向 量 场 . 通常 为 了 求解 
它 , 总 还 要 给 出 它 的 初 条 件 , 即 当 t=0 时 ,x(0) 二 xo ,这 时 我 们 有 解 

Xx(t) = g(t,xo). (6. 3. 5) 
解 (6. 3.5) 可 以 看 做 在 t=0 到 上 时 ,xs 到 x 的 一 个 变换 .我们 看 到 
(6. 3. 5) 就 是 动力 系统 在 形式 (6. 3. 2) 下 的 积分 表述 . 也 就 是 说 , 动 
力 系统 的 表述 (6. 3.4) 和 (6. 3. 2) 是 等 价 的 . 

可 以 看 出 ,级 联动 力 系统 可 以 看 做 微分 动力 系统 的 某 种 特殊 
情形 .今后 在 不 加 说 明 时 ,我 们 所 讨论 的 动力 系统 就 是 指 微分 动力 
系统 . 

在 物理 学 和 力学 中 ,描述 系统 9 的 状态 x 又 可 以 分 为 离散 的 
和 连续 的 两 大 类 . 对 于 离散 的 情形 ,x 可 以 表述 为 一 个 向 量 x = 
(zi,ZT2 ,XT3，"… ,Tn); 对 于 连续 的 情形 ,x 可 以 表述 为 一 个 或 多 个 连 
续 变 量 的 函数 ,例如 x 二 x(&,w,5,t) ,这 里 £,7,5 是 三 个 连续 的 变 
量 . 对 于 离散 状态 变量 情形 ,动力 系统 就 是 通常 的 常 微分 方程 组 ; 
对 于 连续 状态 变量 的 情形 ,动力 系统 就 是 通常 的 偏 微分 方程 (组 ). 

例 1 对 于 守恒 的 力学 系统 , 设 系 统 的 Hamilton 函数 为 
HH(p,q) ,这 里 p,q 是 描述 系统 状态 的 量 ,qg 是 广义 位 移 向 量 ,p 是 
广义 动量 向 量 , 它 们 都 是 n 维 向 量 , 合 起 来 状态 空间 7 是 2n 维 空 
间 , 或 称 为 2n 维 的 流 形 . 这 时 ,力学 系统 所 服从 的 Hamilton 方 
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程 为 
dp: _ 9H 
dz Eh 
eq (i= 1,2,.,n). (6. 3. 6) 
dg __aH 
di oap; 


这 就 是 一 个 2n 维 的 动力 系统 . 
例 2 在 流体 力学 中 描述 黏 性 不 可 压 流体 运动 的 Navier-Stokes 
方程 为 


3 R (6. 3.7) 
divu = 0， 
其 中 为 流体 质点 的 速度 向 量 , 它 是 质点 所 在 的 空间 坐标 的 函数 ,p 
为 密度 ,Re 为 雷诺 数 ,V,A 和 div 分 别 表示 梯度 算 子 、 拉 普 拉 斯 算 
子 和 散 度 算 子 . 
这 个 例子 就 是 一 个 连续 状态 的 动力 系统 ,通常 把 这 种 系统 称 
做 无 限 维 动力 系统 . 
通过 这 两 个 例子 ,我 们 可 以 看 到 ,一 切 力 学 系统 都 可 以 看 做 动 
力 系统 . 不 仅 如 此 ,利用 动力 系统 概念 ,还 可 以 成 功 地 处 理 物理 问 
题 . 化 学 反应 问题 市场 变化 问题 ,金融 动态 问题 交通 车 流 问 题 、 
自动 控制 问题 等 广泛 领域 中 的 各 种 复杂 问题 . 所 以 它 是 现今 各 种 
精密 科学 所 面 对 的 共同 问题 ,因而 受到 了 普遍 的 关注 . 


二 、 微分 动力 系统 所 确定 的 流 


方程 (6. 3. 5) 的 解 也 称 为 方程 (6. 3. 4) 的 流 . 它 构成 一 个 从 x。 
到 x 的 Lie 变换 群 5, 即 它 满足 Lie 变换 群 的 条 件 : 
(1) 有 单位 变换 : 当 : 一 0 时 ， 
Xo = (0,x0)ES. (6. 3. 8) 
(2) 可 以 连续 作 变 换 , 即 定义 了 变换 之 间 的 一 种 运算 : 
若 x(1) 二 (t,xo0),y(s)=9(s,x)ES, 则 
y= 9(s,9(t,x0)) = glst+t,x0) EY. (6. 3.9) 


三 = 二 Vp+ iAu, 
[4 € 
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这 表明 ,变换 之 间 定 义 的 这 种 运算 对 自己 是 封闭 的 . 
(3) 逆 变 换 存 在 : 若 x(1) 二 g(t,x。o), 则 有 它 的 递 变换 
Xo = 9( 一 zx) (6. 3. 10) 
逆 变 换 和 原 变 换 连 续 作 用 便 得 到 单位 变换 . 
(4) 变换 连续 作用 服从 结合 律 : 若 x(t) 二 g(t,xo), 则 
pi,gpls,pr,x))) = p(s+rt+t,xo) 
= gl(s+r,9(t,x0)) = gs,g(r++ t,x0))ES,. 
(6.3.11) 

从 上 面 的 讨论 我 们 看 出 ,变换 (6. 3. 5) 所 构成 Lie 变换 群 的 元 
素 是 由 t 决 定 的 ,t 取 不 同 的 值 对 应 不 同 的 变换 ,这 个 群 称 为 单 参数 
Lie 变换 群 . 一 个 单 参数 群 是 把 相 空 间 的 点 沿 着 一 条 轨道 作 变 换 ， 
时 间 参 数 t 取 不 同 的 值 时 ,把 初始 点 变换 到 相 空 间 这 条 轨道 的 不 
同 点 . 

定义 6.5 设 动力 系统 (6. 3.5) 定 义 在 维 流 形 XK 上 ,如 果 有 
一 个 的 子 流 形 使 在 动力 系统 (6. 3. 5) 中 ,把 xz 取 在 内 时 ,x 
也 总 是 在 内 , 则 称 Y 为 动力 系统 (6. 3. 5) 的 不 变 流 形 . 

显然 ,在 点 xzo 给 定时 ,过 点 xzo 由 方程 (6. 3. 5) 所 确定 的 在 A 
中 的 曲线 是 A 的 一 维 不 变 流 形 . 

有 时 ,在 许多 动力 系统 中 ,时 间 限 制 在 >0, 这 时 在 对 应 的 Lie 
群 4 中 逆 变 换 不 存在 ,这 种 情形 我 们 得 到 的 是 一 个 从 x。 到 x 的 不 
可 逆 变 换 的 单 参数 集合 ,我 们 称 之 为 半 群 . 

对 于 状态 空间 是 连续 的 情形 ,讨论 稍为 复杂 一 点 . 我 们 一 般 得 
到 的 是 无 限 维 变换 群 . 

当 解 (6. 3. 5) 与 时 间 :无关 时 ,在 时 间 过 程 中 ,系统 的 状态 始终 
停留 在 x 点 . 这 时 相 空间 的 轨道 退化 为 一 个 点 . 在 这 种 情况 下 ,我 
们 称 这 个 点 为 流 的 不 动 点 . 不 动 点 对 应 于 微分 动力 系统 (6. 3. 4) 的 
平衡 解 , 即 当 方程 (6. 3. 4) 右 端的 向 量 在 这 点 退化 为 零 时 ,有 

F(x) 一 0， (6. 3. 12) 
这 个 方程 的 解 就 对 应 于 平衡 解 ,也 就 是 流 的 不 动 点 . 不 动 点 也 称 为 
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向 量 场 FCx) 的 奇 点. 对 于 向 量 场 不 为 零 的 那些 点 ,我 们 称 之 为 正则 
点 . 

动力 系统 的 平衡 解 在 讨论 动力 系统 的 性 质 时 起 着 十 分 重要 的 
作用 . 

例 3 考虑 微分 方程 组 
其 初始 条 件 为 : 当 t=0 时 , (zi ,zz)|,=o 二 (zwo ,zzo). 则 其 解 为 
= | | glisxo). (6.3.13) 


Ly — sint costJLzoo 


(6. 3. 13) 式 定义 了 平面 上 的 旋转 . 
在 (6. 3. 13) 式 中 如 果 + 取 离散 值 , 例 如 令 二 22(j 一 0,1， 


2，…,N 一 1D, 则 9(6，z) 定 义 了 旋转 到 角度 的 变换 , 它 组 成 了 平 


面 上 有 限 旋转 群 9, 共 有 NN 个 元 素 . 

对 于 初 值 为 (zi ,zz)|,-。 一 (0,0) 的 情形 ,方程 (6. 3. 13) 的 解 为 
(0,0). 这 就 是 它 的 平衡 解 ,也 就 是 流 的 不 动 点 , 它 对 应 于 (6. 3. 13) 
右 端 等 于 零 向 量 时 的 解 . 


三 、 随 参数 变化 的 动力 系统 


有 时 我 们 不 仅 要 讨论 单个 的 动力 系统 ,还 要 讨论 一 系列 的 动 
力 系统 , 也 就 是 说 ,我 们 的 动力 系统 可 以 依赖 于 一 个 或 多 个 参数 ， 
在 参数 变化 时 动力 系统 也 发 生变 化 . 例如 ,在 前 面 我 们 举 的 例 2 
中 ,流体 的 密度 p 和 雷诺 数 Re 就 可 以 看 为 参数 . 在 这 种 情形 ,我们 
可 以 把 动力 系统 一 般 地 写 为 

x(t+ At) = T(x(?) At)， (6. 3. 14) 

或 记 为 
dx() 


= F(x,4), (6. 3. 15) 
dt 
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这 里 4 一 般 可 以 是 一 个 实 参数 一 个 实 分 量 的 向 量 ,也 可 以 是 一 个 
依赖 于 x(b) 的 函数 或 泛 函 . 对 后 一 种 情形 ,一 般 地 就 是 一 个 控制 反 
馈 问 题 . 在 我 们 今后 的 讨论 中 ,一般 只 考虑 前 两 种 情况 , 即 是 实 参 
数 或 实 分 量 的 向 量 的 情形 . 

从 力学 系统 的 角度 来 看 ,动力 系统 中 包含 的 参数 可 以 是 长 度 、 
角度 等 几何 量 ,也 可 以 是 力 、 速 度 \ 位 移 、 变 形 、 质 量 、 密 度 等 力学 
量 ,还 可 以 是 温度 、 电 场 强度 、 磁 场 强度 等 物理 量 , 或 者 是 这 些 不 同 
量 的 组 合 或 它们 的 函数 . 


§ 6.4 动力 系统 的 等 价 和 等 价 类 


一 、 动 力 系统 的 等 价 


定义 6.6 设 函 数 R(,): YX9>{0,1} ,如果 RC(z,y) 二 1, 则 
称 zx 等 价 于 y; 如 果 R(z,y) 二 0, 则 称 不 等 价 于 yy. 通常 我 们 把 
R(Cz,y) 一 1 的 情形 , 即 z 等 价 于 y 的 情形 记 做 zRy. 

上 面 定 义 的 zRy 关系 满足 : 

(1) 反 身 性 : zxRz 对 属于 的 任何 xz 都 成 立 ; 

(2) 对 称 性 : 只 要 zRy, 就 有 yRz; 

(3) 传递 性 : 若 xRy 和 >yRz, 则 有 zRz. 

设 R 是 定义 在 集合 多 上 的 等 价 关 系 ,zx 是 中 的 元 素 , 则 可 以 
用 E(xz;R) 表 示 所 有 在 多 中 与 z 等 价 的 元 素 所 组 成 的 集合 . 这 一 集 
合 E(z;R) 称 为 zx 对 等 价 关系 RR 的 等 价 类 . 等 价 类 有 以 下 的 性 质 ， 

(1) 每 个 等 价 类 都 是 非 空 的 ,因为 zRz, 而 z 是 属于 集合 
E(xz;R) 的 . 

(2) 令 z,y 都 是 的 元 素 . 由 于 等 价 关 系 R 的 对 称 性 , 当 且 仅 
当 z 属 于 El(y;R) 时 ,y 属于 El(z;R). 

(3) 令 rz,y 都 是 的 元 素 , 则 等 价 类 E(x;R) 和 El(y;R) 要 么 
是 相同 的 ,要 么 没有 公共 元 素 . 
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由 以 上 性 质 可 知 ,集合 中 的 任何 元 素 x 属于 且 只 能 属于 一 
个 等 价 类 ; 当 且 仅 当 工 和 >》 属于 同一 个 等 价 类 时 zRy; 等 价 类 把 多 
划分 一 系列 互 不 重合 的 子 集合 . 

例如 ,在 整数 集合 Z 中 ,如 果 定 义 等 价 关系 zRy 为 两 个 数 工 ,y 
能 够 被 2 整除 ,于 是 Z 就 划分 为 奇数 和 偶数 两 个 等 价 类 . 令 n 为 菜 
大 于 1 的 整数 ,我 们 知道 ,对 于 任何 zEZ ,总 可 以 唯一 地 表 为 z= 
qz 十 ,其 中 gr 为 整数 , 且 0 委 r 和 "一 1. 如 果 定 义 等 价 关系 R, 为 
XR,r ,这 个 等 价 关 系 称 为 以 ”为 模 的 同 余 ,等 价 类 是 0,1,2,…， 
n 一 1 等 n 个 元 素 代表 的 Eo ,El,E,,…,E,1. 显然 , 当 n==2 时 ,我 
们 得 到 的 等 价 类 就 是 前 面 奇数 、 偶 数 的 等 价 类 . 

在 讨论 动力 系统 的 问题 时 ,我 们 同样 要 问 两 个 动力 系统 是 否 
等 价 . 和 上 面 关于 整数 集合 划分 等 价 类 的 方法 不 同 , 在 动力 系统 
中 ,等 价 类 可 以 以 不 同 的 方法 来 定义 . 在 这 一 节 , 我 们 要 讨论 在 动 
力 系统 中 几 种 常 遇 到 的 等 价 类 . 

对 于 动力 系统 来 说 , 它 的 等 价 关系 可 以 定义 如 下 : 

定义 6.7 设 在 向 量 空间 的 区 域 NW 上 给 了 两 个 动力 系统 


dx(t) _ 

= F(a) (6.4.1) 
和 YG0y), (6.4.2) 
它们 相应 的 流 是 

x = g(t,xo) (6.4.1)’ 
和 了 一 y(t,yo). (6.4.2) 


如 果 我 们 给 了 在 两 个 动力 系统 的 变量 x 和 y 之 间 的 变换 群 瑟 ,在 玖 
中 存在 一 个 变换 

y = h(x), (6.4.3) 
在 这 个 变换 下 ,动力 系统 (6.4.1) 和 (6.4.2) 或 它们 相应 的 流 (6. 4.1)” 


和 (6. 4. 2) 具有 相同 的 形式 , 即 生 G2 一 GCh(x)) 和 动力 系统 (6. 4.1) 


相同 , 亦 即 
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st 
(2) Gh(x)) = Fx) (6.4.4) 
或 hlp(x))=wy(h(x)), (6. 4. 5) 


则 称 两 个 动力 系统 在 变换 互 下 是 等 价 的 . 

由 以 上 定义 看 出 ,在 动力 系统 之 间 的 等 价 关 系 R 是 和 所 给 的 
变换 类 密切 相关 的 .我 们 可 以 有 不 同 的 动力 系统 类 ,也 可 以 有 不 
同 的 变换 类 ,它们 就 决定 了 不 同 的 动力 系统 的 等 价 类 . 例如 ,我们 
可 以 有 线性 变换 类 光滑 变换 类 、 连 续 变 换 类 ( 即 拓 扑 变 换 类 ) 等 ， 
它们 决定 了 动力 系统 不 同 的 等 价 类 ,其 中 拓扑 变换 类 是 最 为 普遍 
的 变换 类 ,对 于 它 决 定 的 等 价 关 系 也 讨论 得 较 多 . 

显然 ,动力 系统 的 不 变 流 形 在 拓扑 变换 下 仍然 变 为 动力 系统 
的 不 变 流 形 ,也 即 不 变 流 形 是 动力 系统 在 拓扑 变换 之 下 的 不 变 
性 质 . 

另外 ,我 们 知道 ,变换 类 互 还 和 它 所 定义 的 区 域 有 关 . 例如 , 变 
换 可 以 定义 在 一 点 的 邻 域 ,也 可 以 定义 在 动力 系统 所 定义 的 整个 
流 形 上 . 所 以 动力 系统 的 等 价 又 可 以 有 局 部 和 全 局 的 区 别 . 

前 面 提 到 过 , 若 动力 系统 (6. 4. 1) 的 右 端 向 量 F(x) 在 点 x 不 为 
零 , 则 点 x 称 为 该 动力 系统 的 正则 点 ;否则 , 称 为 动力 系统 的 奇 点 ， 
下 面 我 们 给 出 动力 系统 在 正则 点 邻近 拓扑 变换 下 的 等 价 定理 . 

定理 6.8 设 动力 系统 (6. 4. 1) 在 点 p 为 正则 的 , 则 在 点 p 的 
某 邻 域 WW 上 这 个 动力 系统 等 价 于 动力 系统 

dy _ 


= ms 


dt 
这 里 e 是 单位 向 量 (1,0,… ,0). 

证 明 由 于 下 (xz) 天 0, 所 以 不 妨 设 它 的 第 一 个 分 量 f(x) 不 为 
零 .这 时 ,对 于 初 条 件 z 一 (0,zo,za,…，,zo), 可 以 得 到 过 x。 
的 解 

X(t) = x(t,xo). 
显然 , 当 t==0 时 ,x(0)= 二 xo. 变换 = 二 zi yu 二 Tio (i 二 2,3,…,n) 给 
出 了 从 x 到 uw 的 变换 . 在 这 个 变换 下 ,有 
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du _ du dz f du _ du: dx 
dt dri di I dt dr dt 


再 令 % 一 | 委 , 就 有 


0 (i= 2,3,°,n). 


do 0 


这 表明 ,从 x 到 wu 再 到 y 的 坐标 变换 ,使 在 新 变量 y 之 下 动力 系统 
有 如 上 的 形式 . 而 这 就 是 所 要 证 明 的 . 【 

以 上 的 结论 说 明 , 对 于 动力 系统 的 正则 点 邻近 ,在 连续 变换 
下 ,所 有 的 系统 都 是 等 价 的 . 因此 ,这 种 等 价 类 是 简单 的 ,无 需 进 一 
步 研究 . 下面 我 们 要 着 重 讨论 动力 系统 在 奇 点 邻近 的 等 价 问题 . 


-、 线 性 动力 系统 在 奇 点 邻近 的 等 价 


假定 x* 一 0 是 我 们 所 考虑 的 动力 系统 的 奇 点 ,并 且 假定 动力 系 
统 是 线性 系统 . 对 于 有 限 维 的 情形 ,我 们 有 


了 一 4x， (6. 4. 6) 


dy py, (6.4.7) 


这 里 4,B 是 ” 阶 实数 矩阵 ,x*,y 是 n 维 向 量 . 我 们 现在 来 讨论 它们 
的 等 价 问 题 . 

前 面 我 们 说 过 ,动力 系统 的 等 价 和 所 给 的 变换 类 互 密切 相关 . 
通常 我 们 所 过 到 的 变换 类 有 线性 变换 和 连续 性 变换 ,这 两 类 变换 
对 应 于 线性 等 价 和 拓扑 等 价 . 显然 线性 等 价 的 动力 系统 也 一 定 是 
拓扑 等 价 的 ,因为 线性 变换 也 是 连续 的 . 

对 于 线性 变换 , 设 我 们 给 了 x 和 y 之 间 的 线性 变换 

y= L(x (6.4.8) 
这 里 L(t) 是 n 阶 非 退 化 的 矩阵 . 在 这 个 变换 下 ,(6. 4.6) 与 (6. 4.7) 
等 价 的 条 件 是 


t= (BL 一 
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:JE 一 


即 LBL-L 二 一 4. (6.4.9) 
在 特别 情形 , 当 工 与 时 间 无 关 时 ,上 式 左 端的 第 二 项 为 零 , 即 有 
LBL = A. (6.4.9) 


这 时 等 价 的 条 件 就 是 矩阵 4 和 B 的 相似 条 件 . 

现在 ,我 们 引进 以 下 定理 : . 

定理 6.9 两 个 阶 的 线性 动力 系统 线性 等 价 的 充分 必要 条 
件 是 ,它们 矩阵 有 相同 的 约 当 块 ,而 且 对 应 约 当 块 的 特征 值 具有 
相同 的 实 部 . 

证 明 设 我 们 讨论 的 线性 动力 系统 是 (6. 4. 6) 和 (6. 4. 7), 由 
(6.4.9) 式 知 , 在 对 未 知 向 量 作 与 时 间 无 关 的 线性 变换 时 ,对 应 的 箱 
阵 作 相似 变换 . 我 们 可 以 通过 未 知 向 量 的 线性 变换 ,分 别 把 它们 变 
换 为 各 自 的 约 当 标准 形 . 显然 当 它 们 的 约 当 标准 形 相同 时 ,它们 是 
线性 等 价 的 . 现在 的 问题 是 : 如 果 只 是 约 当 块 的 特征 值 的 实 部 相 
同 , 它 们 是 否 等 价 ? . 

由 于 每 一 约 当 块 所 对 应 的 方程 与 方程 组 的 其 余 方程 没有 耦 
合 , 所 以 可 以 对 一 个 约 当 块 来 讨论 . 不 妨 设 有 两 个 线性 动力 系统 


ri ht (6.4.10) 
dg: 
dt J'y, (6.4.11) 


其 中 J=aI 十 H,J* 二 (a 十 8)I 十 阳 ,a,B 为 实数 ,I 为 m 阶 单位 和 矩 
阵 , 而 


0 1 
| £0 
人 Ll; 
0 , 
我 们 可 以 把 动力 系统 (6. 4. 10) 和 (6. 4. 11) 的 解 分 别 表示 为 
xD = 二 了 十 严 十 站 J 十 者 J 十 …， 


H= 
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yD 一 ef 一 IJ 十 而 Jr 十 二 TB 十 入 


显然 ,y(t) 二 eVrx(t). 邻 e2r' 为 矩阵 L(z), 则 有 y=L(t)x. 将 这 
个 变换 代入 动力 系统 (6. 4. 11) ,两 边 消去 ee: ,就 得 到 动力 系统 
(6. 4. 10). 这 就 证 明了 动力 系统 (6. 4. 10) 和 (6. 4. 11) 是 线性 等 价 
的 .由 此 可 以 推出 ,具有 相同 的 约 当 标 形 的 矩阵 ,其 特征 值 任意 改 
变 虚 部 ,所 对 应 的 线性 动力 系统 还 是 线性 等 价 的 ， 下 

现在 我 们 进一步 讨论 线性 动力 系统 的 拓扑 等 价 问题 . 为 此 , 设 
动力 系统 (6.4.6) 和 (6. 4.7) 中 的 矩阵 4 和 B 都 没有 零 实 部 的 特征 
值 . 这 时 ,我 们 把 奇 点 x 二 0 和 ?一 0 称 为 双 曲 奇 点 .我 们 有 下 面 的 
定理 . 

定理 6.10 若 线 性 动力 系统 (6. 4.6) 和 (6.4.7) 在 零点 都 是 双 
曲 奇 点 , 且 它 们 对 应 矩阵 的 正 负 实 部 特征 值 的 个 数 相同 , 则 它们 是 
拓扑 等 价 的 . 

由 于 线性 等 价 的 动力 系统 也 一 定 拓扑 等 价 , 我 们 就 可 以 利用 
前 面 已 经 得 到 的 结果 ,将 提 法 稍为 改变 ,去 对 一 个 具有 非 零 特征 值 
的 约 当 块 的 动力 系统 (6. 4. 10) 来 证 明 . 

定理 6.11 设 在 线性 动力 系统 (6.4.10) 中 , 实 特 征 值 a 去 0, 则 
它 等 价 于 动力 系统 


yi = oy: (i= 1,2,.,m), (6.4. 12) 
这 里 
1， a>>0， 
0 一 
一 1， a<0. 
证 明 首先 对 动力 系统 (6. 4. 10) 作 线性 变换 
w= Cx, (6.4.13) 


这 里 C 是 m 阶 对 角 和 矩阵 C= 二 diag (1,a,a?,，…,a"!). 在 这 个 变换 
下 ,动力 系统 (6. 4. 10) 就 成 为 

w= Jw， (6. 4.14) 
其 中 
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Jj=C JC=a(I+H). (6.4. 15) 
现在 引进 非 线性 变换 
一 jz) 一 emz (z 天 0)，j0) 一 0， (6.4.16) 


一 InVzrz = ln | > 对 . (6.4.17) 
i=1 


把 (6.4.16) 式 代入 (6. 4.14) 式 消去 es 就 得 到 
z=a(l+H)z— isHz, (6. 4. 18) 


这 里 


由 此 得 
zTz 一 azT(T 十 再 )z 一 yzTHz. 
a 
考虑 到 ;一 于 <，, 上 式 中 < 忆 一 <?zs ,于 是 上 式 可 以 化 为 
(a— $3)z (I+ H)z = 0. 
由 于 当 z 关 0 时 zT(I 十 H)z 了 0, 所以; 二 a. 把 它 代入 (6. 4. 18) 便 得 


z= az. (6.4.19) 
再 令 zi 二 sgny; yl , 则 (6. 4.19) 最 后 化 归 为 
y= (sgna)y. (6.4.20) 


定理 得 证 ， | 
《6.4.16) 式 所 表示 的 变换 是 一 对 一 的 . 对 此 只 要 验证 秆 阵风 


的 行列 式 不 为 零 即 可 . 读者 可 以 参阅 周 包 、 武 际 可 关于 线性 系统 拓 
扑 分 类 定理 的 初等 证 明 ( 北 京 大 学 学 报 (自然 科学 版 ) 第 32 卷 ,第 5 
期 ,第 577 一 584 页 ,1996 年 ). 

由 以 上 的 讨论 知 , 两 个 线性 动力 系统 ,只 要 它们 的 矩阵 特征 值 
的 正 负 实 部 个 数 相同 ,它们 就 是 等 价 的 ,最 后 等 价 于 最 简单 的 线性 
动力 系统 (6. 4. 20). 

由 (6. 4. 20) 式 可 以 看 出 ,在 >0 时 ,方程 (6.4.19) 中 相应 的 分 
量 从 初始 值 向 无 穷 运动 ; 当 <<0 时 ,方程 (6. 4.19) 中 相应 的 分 量 从 
初始 值 开 始 趋向 于 零 . 
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如 果 线性 动力 系统 对 应 的 矩阵 特征 值 的 实 部 全 都 小 于 零 , 则 系 
统 的 每 一 个 分 量 都 趋向 于 零 , 这 时 我 们 称奇 点 x 二 0 是 稳定 平衡 点 ; 
如 果 有 一 个 特征 值 的 实 部 是 大 于 零 的 ,我 们 称奇 点 x 二 0 是 不 稳定 平 
衡 点 . 实际 上 ,稳定 平衡 和 不 稳定 平衡 ,也 是 在 奇 点 邻近 的 两 种 重要 
的 等 价 类 . 

如 果 线性 动力 系统 对 应 的 矩阵 有 p 个 特征 值 的 实 部 是 小 于 零 
的 ,有 9 个 特征 值 的 实 部 是 大 于 零 的 (如 十 q 二 2) , 则 我 们 称 在 奇 点 
邻近 的 n 维 空间 有 zp 维 是 稳定 的 ,有 9 维 是 不 稳定 的 . 初 值 所 在 的 
点 , 若 随 后 运动 趋 于 奇 点 , 则 称 为 属于 稳定 流 形 的 点 ;否则 , 称 为 属 
于 不 稳定 流 形 的 点 . 从 上 面 的 讨论 我 们 知道 ,稳定 流 形 和 不 稳定 流 
形 的 维 数 ,就 是 线性 动力 系统 拓扑 等 价 的 指标 ,线性 动力 系统 就 是 
按 它们 的 维 数 来 区 分 为 不 同 的 等 价 类 的 . 在 以 上 结果 的 基础 上 ,我 
们 引进 双 曲 奇 点 的 概念 . 

定义 6.8 ”如果 动力 系统 在 奇 点 邻近 展开 的 矩阵 特征 值 实 部 
不 为 零 ; 则 这 个 奇 点 称 为 双 曲 奇 点 . 


三 、 非 线性 动力 系统 在 奇 点 邻近 的 等 价 


设 x" 是 动力 系统 的 奇 点 ,不 妨 设 x*" 二 0 (因为 可 以 作 变 换 ?一 
x 一 x" ,y 二 0 就 是 新 的 奇 点 ), 即 x" 二 0 是 动力 系统 二 f(x) 的 奇 
点 ,我 们 有 f(0)==0. 这 时 ,由 于 f(x) 的 可 微 性 ,可 以 将 它 在 奇 点 附 
近 展 开 , 即 有 

天 一 AX 十 rCxY)x， (6.4.21) 
这 里 4 是 实 和 矩阵 ,r(x) 二 Ol lx ) 也 是 一 个 矩阵 ,在 x 上 ‖ 充分 小 
时 ,r(x) 也 充分 小 . 

在 上 一 小 节 中 我 们 得 到 结论 说 , 当 (6. 4. 21) 式 中 的 余 项 为 零 ， 
而 且 4 的 特征 值 的 实 部 不 为 零 时 ,动力 系统 可 以 等 价 于 动力 系统 
(6. 4. 20). 现在 我 们 问 : 在 余 项 r(x) 不 为 零 时 ,动力 系统 (6.4. 21) 
是 否 还 能 等 价 于 动力 系统 (6. 4. 20)? 回答 是 肯定 的 . 为 此 ,我 们 引 
人 下 述 定 理 . 
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定理 6. 12 如果 在 动力 系统 (6.4. 21) 中 和 矩阵 A 有/ 个 正 实 部 
的 特征 值 ,m 个 负 实 部 的 特征 值 (1 十 m==n) , 则 在 x=0 的 充分 小 的 
邻 域内 ,动力 系统 (6. 4. 21) 等 价 于 
y= Dy, (6. 4. 22) 
这 里 D 是 对 角 和 矩阵 
D= diag(1,1,…,1, 一 1, 一 1 一 1). (6.4.23) 
个 m 个 
证 明 根据 上 一 小 节 的 结论 ,可 以 对 动力 系统 (6. 4. 21) 作 线 
性 变换 ,使 它 等 价 于 
= Dx 二 r(x)x. (6. 4.24) 
经 过 这 个 线性 变换 , 余 项 r(x)x 的 量 阶 不 会 改变 . 
我 们 的 问题 是 : 是 否 能 找到 一 个 变换 y= 二 h(x) 使 动力 系统 
(6. 4. 24) 变 为 动力 系统 (6. 4. 22)? 
显然 ,在 余 项 r(x)x 为 零 时 ,(6.4. 24) 和 (6.4. 22) 就 是 相同 的 
动力 系统 ,我 们 有 恒 等 变 换 ?= 1Ix 把 两 个 系统 中 的 一 个 变 为 另 
现在 假定 找到 的 变换 是 
y= h(x) = Ix+X(x). (6. 4.25) 


我 们 的 问题 就 是 求 X(x) ,使 得 满足 变换 要 求 的 条 件 . 
动力 系统 (6. 4. 24) 对 应 的 流 满足 


x = g(t,xo) = xoer'lor Dw, (6. 4. 26) 
而 动力 系统 (6. 4. 22) 的 解 是 
了 一 y(t,y) = yoer, (6.4.27) 
两 个 系统 等 价 的 条 件 是 


hg(x)) = yh(x)), 即 hogp= yoh. (6.4.28) 
将 (6.4.25),(6.4.26),(6.4.27) 三 式 代入 上 式 ,我 们 有 
TCOmeprjooa) + Xx ero) = Two 十 XCm))ep:. 
(6. 4. 29) 
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上 面 这 个 方程 是 关于 未 知 函 数 X(x) 的 函数 方程 ,求解 它 比较 困难 . 
为 了 证 明 X(x) 的 存在 ,我 们 直接 把 变换 (6. 4. 25) 代 入 动力 系统 
(6. 4. 22) ,并 考虑 到 动力 系统 (6. 4. 24) 就 会 得 到 关于 X(Cx) 的 偏 微 
分 方程 


t+ DE = Dr 十 rCDx 十 了 GD (Da + r(x) 
= D(x++X(x)). 
如 果 记 Dx 十 r(x)x=a(x), 则 上 面 的 方程 化 为 
DXCx) 


DC) 一 DX(x)+a(x)— Dx = 0. (6. 4. 30) 
这 是 n 个 形 为 

入 ia 0) — dixitalx) — dizi =0 

£2 97; 


的 线性 非 齐 次 偏 微分 方程 ,要 求 XCx) 满 足 条 件 X(0) = 二 0, 其 中 的 ad; 
是 1 或 一 1, 依 它 在 对 角 和 矩阵 D 中 的 位 置 而 定 . 根据 一 阶 偏 微分 方 
程 的 理论 ,方程 (6. 4. 30) 的 解 X(x) 总 是 存在 的 . 这 就 是 所 要 证 明 
的 . 上 

有 了 上 面 的 定理 ,我 们 可 以 得 出 如 下 的 重要 推论 : 

定理 6. 13 ”两 个 维 数 相同 , 且 在 奇 点 展开 的 Jacobi 矩阵 的 特 
征 值 均 有 非 零 实 部 的 自治 动力 系统 ,在 奇 点 邻 域 是 等 价 的 , 当 且 仅 
当 它 们 的 正 负 实 部 特征 值 的 个 数 相同 . 

这 个 定理 也 称 为 Hartman-Grobman 定理 . 它 说 明 在 动力 系统 
的 双 曲 奇 点 邻近 ,动力 系统 和 它 的 微小 扰动 系统 是 拓扑 等 价 的 . 它 
是 动力 系统 在 奇 点 邻近 等 价 性 质 的 重要 定理 . 


、 非 自治 系统 的 等 价 


前 面 讨论 的 等 价 问题 都 是 对 自治 系统 来 说 的 ,对 非 自 治 系统 ， 
情况 比较 复杂 . 设 给 了 非 自治 系统 


= F(t,x). (6.4.31) 
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最 早 讨论 这 个 问题 的 是 J.H. Lyapunov, 他 提出 问题 : 在 怎样 的 
变换 


x = h(t,y) (6. 4. 32) 
之 下 , 非 自 治 系统 (6.4. 31) 化 为 
-1 
二 ( 品 ) (FG) 一 各 = GCy)? (6.4.33) 


这 里 G(y) 是 不 依赖 于 时 间 : 的 , 即 在 变换 (6. 4. 32) 之 下 非 自治 系 
统 (6. 4. 31) 化 为 自治 系统 (6. 4. 33). Lyapunov 发 现 并 不 是 所 有 的 
非 自治 系统 都 可 以 通过 变换 化 为 自治 系统 . 例如 ,对 动力 系统 


dx _ 
a = F(t), 


在 F(t) 不 是 常数 时 ,变换 (6. 4. 32) 就 不 能 把 它 化 为 自治 系统 . Lya- 
punov 把 能 通过 变换 化 为 自治 系统 的 非 自 治 动力 系统 称 为 可 归 约 的 
系统 . 

一 般 地 来 讨论 化 为 自治 系统 的 问题 ,是 非常 复杂 的 ,通常 总 是 
从 线性 的 动力 系统 来 讨论 . 

首先 ,我 们 考虑 把 线性 动力 系统 的 方程 组 变量 加 以 扩展 ,从 向 
量 x 扩展 去 讨论 一 个 矩阵 发. 考虑 方程 


二 A(t)X (6.4.34) 


和 方程 
一 BOY. (6. 4. 35) 


现在 让 我 们 把 以 前 讨论 过 的 向 量 之 间 的 变换 (2. 2. 3) 扩 展 为 
张 量 多 和 YY 之 间 的 变换 
X = LDY. (6. 4. 36) 
设 矩 阵 函 数 L(z) 满 足 条件 : 
(1) 在 区 间 (b ,十 co) 上 具有 连续 的 导数 
(2) 在 区 间 (t ,十 co) 上 行列 式 |L(z)7' | 有 界 ; 
(3) L(z)“!' 存 在 ,而 且 行 列 式 |L(z)"! | 有 界 . 
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我 们 把 满足 上 述 条 件 的 变换 (6. 4. 35) 称 为 Lyapunov 变换 . 在 这 
个 变换 下 方程 (6. 4. 34) 化 为 方程 (6. 4. 35), 则 LL(z) 要 满足 类 似 于 
(6. 4. 9) 式 的 方程 


B=1"AL—L’ 于 . (6. 4. 37) 


在 非 自治 的 线性 动力 系统 中 ,最 重要 的 一 类 系统 是 周期 系数 
的 情形 . Lyapunov 指出 这 类 系统 是 可 归 约 的 , 即 可 以 通过 变换 
(6.4. 36) 化 为 常 系数 的 系统 . 我 们 有 下 述 定理 ， 

定理 6.14 动力 系统 (6.4. 34) 是 可 归 约 的 充分 必要 条 件 是 它 
的 解 系 可 以 写成 

X= L(t)ec. 

其 中 C 为 常 矩阵 . 

定理 的 结论 是 不 难 证 明 的 ,所 以 我 们 把 它 留 给 读者 . 

定理 6. 15 设 动力 系统 (6.4. 34) 中 的 矩阵 A(zt) 是 以 w 为 周期 
的 和 矩阵 函数 , 则 存在 L(z) 使 在 变换 (6. 4. 36) 下 系统 (6. 4. 34) 化 为 
自治 系统 . 

证 明 因为 A(z) 的 周期 性 ,所 以 有 

Alt+w) = AC(). 

把 它 代 入 方程 (6. 4. 34) 得 到 


et = 4ACDXCG 十 由 )， 


因为 X(t 十 w) 和 X(t) 都 是 方程 (6. 4. 34) 的 解 , 它 们 都 是 线性 无 关 
的 解 组 ,所 以 可 以 相互 线性 表 出 , 即 有 
X(t+w) = XV, (6.4.38) 

这 里 V 是 非 退 化 的 实 常数 矩阵 . 

我 们 定义 矩阵 V* 一 es 上 ,进而 取 

工 (i) = XV = X(t)es", 

它 也 是 以 w 为 周期 的 矩阵 函数 ,而 且 满足 上 面 对 Lyapunov 变换 的 
三 条 要 求 .把 上 述 L(z) 代 入 (6. 4. 36) 式 可 以 得 到 变换 后 的 系统 为 
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(Slnv)Y, (6. 4. 39) 


括号 中 的 矩阵 是 常数 矩阵 . 这 就 是 要 证 明 的 .上 
在 实际 问题 中 ,特别 是 讨论 动力 系统 的 等 价 问题 时 ,经 常 要 计 


算 (6.4. 39) 式 中 矩阵 二 ny 的 特征 值 . 这 时 ,更 为 直接 的 是 去 计算 


和 矩阵 V 的 特征 值 ,然后 根据 InV 的 特征 值 和 V 的 特征 值 之 间 的 关 


系 得 到 前 者 的 特征 值 . 现在 我 们 就 来 给 出 这 两 者 特征 值 之 间 的 
关系 . 


令 和 矩阵 Y 的 特征 值 为 ,矩阵 二 Iny 的 特征 值 为 /. 根据 特征 值 
的 定义 ,我 们 有 


VX 一 MX (6.4. 40) 
工 InVX = yxX. (6. 4. 41) 
w 
2 3 
由 于 InV= (1 V+ 5 十 …) ,所 以 由 (6.4.41) 式 有 
ww ww 
lyx = 2x; 
(CU ww 
— Lyx =— Lax, 
ww ww 
1 ,Vx lk 
BD 
三 站 
w aX 而 3 
将 这 些 式 子 求 和 我 们 就 得 到 


Tinvx = LInAX. 
ww ww 


把 这 个 式 子 与 (6. 4. 41) 式 对 比 ,就 可 以 得 到 它们 特征 值 之 间 的 
关系 


第 六 章 ”动力 系统 的 几何 理论 261 


= 
4 一 二 Im (6.4.42) 


我 们 知道 ,对 于 讨论 动力 系统 的 等 价 类 ,特征 值 实 部 的 符号 起 
着 关键 作用 . 由 (6. 4. 42) 式 ,又 由 于 Re(lm) 二 In|4|, 所 以 |4|>1 
对 应 于 Re(p) 过 0. 


五 、 动 力 系统 的 稳定 性 


前 面 我 们 讨论 了 动力 系统 在 平衡 点 邻近 的 等 价 问题 ,按照 等 价 
关系 ,可 以 把 动力 系统 在 平衡 点 邻近 的 运动 行为 分 为 等 价 类 . 其 实 ， 
在 平衡 点 邻近 动力 系统 的 运动 行为 最 重要 的 是 稳定 与 否 ,按照 稳定 
和 不 稳定 ,动力 系统 在 平衡 点 邻近 可 以 分 为 两 大 类 . 前 者 称 平衡 是 稳 
定 的 ,后 者 称 平衡 是 不 稳定 的 . 现在 我 们 按照 Lyapunov 的 方法 来 给 
出 稳定 性 的 严格 定义 . 

设 给 了 动力 系统 

t= F(t,x), (6. 4.43) 
假定 它 在 初 条 件 x(to) 二 xo 下 ,有 人 解 zo ( ,在 另 一 初 条 件 x(to) 二 广 。 
下 ,有 解 *(z). 我 们 定义 在 t+ 时刻 两 个 解 的 距离 : 

p(t) = p(xot) ,FE(2)) = Vxolt) — T(t) , (6.4.44) 
则 在 时 刻 两 个 解 的 距离 为 
po = p(to) = plxoCt0) ,F(to)) =Vxo — xX). (6.4.45) 

定义 6.9 设 动力 系统 (6. 4. 43) 在 初始 条 件 x。 和 xX。 下 ,分 别 
有 和解 xo(t) 和 x(t). 如 果 对 于 任 给 的 实数 e 二 0, 都 存在 一 个 5 二 0, 只 
要 po 过 5, 就 恒 有 p(t) <e 对 所 有 的 上 都 成 立 , 则 称 xo(z) 是 稳定 的 或 
Lyapunov 稳定 的 ;如 果 存 在 9>>0, 只 要 po 过 6 时 ,就 有 


limp(2) 一 0， 
则 称 xo(#) 是 渐 近 稳定 的 . 
为 了 方便 ,在 一 般 讨 论 时 ,不 妨 取 刀 二 0. 我 们 还 引进 变换 
x(t) = y(t) + xo lt), (6. 4. 46) 


初 条 件 也 有 相应 的 变换 
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y(0) = x(0) 一 xzo = yo. (6.4.47) 
把 (6. 4. 46) 式 代 人 动力 系统 (6. 4. 43) 得 到 


y= Fy+x) xt) a fe,y). (6.4.48) 
显然 y(?) 三 0 是 上 述 方程 的 解 , 亦 即 零点 是 上 述 方程 的 奇 点 或 平衡 
点 .于 是 我 们 在 前 面 讨论 过 的 一 切 在 动力 系统 平衡 点 邻近 的 等 价 
问题 ,都 可 以 完全 用 来 对 上 述 方程 进行 讨论 . 

根据 前 面 得 到 的 结论 ,一 个 动力 系统 在 奇 点 邻近 的 行为 可 以 
由 它 在 奇 点 附近 线性 展开 的 性 质 来 决定 . 在 自治 系统 时 ,展开 的 主 
要 线性 项 是 常数 矩阵 和 未 知 向 量 的 积 ,而 系统 的 等 价 类 决定 于 系 
数 矩 阵 特 征 值 实 部 的 正 负 . 由 定理 6. 12 的 结果 ,拓扑 变换 可 以 化 归 
为 标准 形 (6. 4. 22). 对 于 标准 形 的 各 方程 ,在 右 端 为 正 时 平衡 解 
y= 二 0 的 任何 扰动 解 都 会 无 限 增长 ,所 以 平衡 解 是 不 稳定 的 . 也 就 是 
说 ,只 要 系数 矩阵 有 任何 一 个 特征 值 的 实 部 大 于 零 ,平衡 解 就 是 不 
稳定 的 .只 有 在 系数 矩阵 全 部 特征 值 的 实 部 都 小 于 零 时 ,平衡 解 才 
是 稳定 的 . 

对 于 非 自治 系统 , 若 右 端 项 的 系数 矩阵 是 周期 的 ,根据 前 面 
§ 4. 4 的 讨论 ,我 们 的 问题 归结 于 计算 在 (6. 4. 38) 式 中 的 矩阵 Y 的 
特征 值 . 在 V 的 特征 值 的 绝对 值 全 都 小 于 零 时 ,系统 的 平衡 解 是 稳 
定 的 ,只 要 有 一 个 特征 值 的 绝对 值 大 于 零 ,平衡 解 就 是 不 稳定 的 . 

总 结 以 上 的 讨论 ,动力 系统 的 稳定 性 也 是 在 平衡 下 的 一 种 拓 
扑 等 价 性 质 , 即 在 拓扑 变换 下 平衡 解 是 稳定 的 动力 系统 还 保持 为 
稳定 的 ,而 平衡 解 是 不 稳定 的 则 动力 系统 保持 为 不 稳定 的 . 

对 于 线性 动力 系统 这 种 重要 的 情形 ,我 们 来 引进 一 个 定理 . 我 
们 知道 这 种 动力 系统 的 稳定 性 归结 于 矩阵 特征 值 是 否 在 左 半 平 面 
上 ,也 就 是 归结 于 判断 一 个 实 系数 多 项 式 的 根 什么 条 件 下 全 部 处 
于 左 半 平面 上 . 

定理 6. 16(Routh-Hurwitz 准则 ) 设 给 了 关于 p 的 实 系数 多 
项 式 


ao 加 十 at 十 … 十 ao 十 as 一 0 (ao > 0)， 
(6. 4. 49) 
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它 的 全 部 根 处 于 复 平面 的 左 半 平 面 的 充分 必要 条 件 是 下 列 不 等 式 
成 立 : 


al ao 
A=a>0,， A,= >0s s 
Qas az2 
al ao 0 0 
as az ai 0 0 
Ai 三 | as aa as … 0|>0, … (6.4.50) 
da dziz dzrs3 ”Qi | 


我 们 略 去 证 明 ,对 证 明 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 A. G. Kurosh 
的 《高 等 代数 教程 》. 


3 6.5 什么 是 分 贫 


一 、 分 岔 的 定义 
在 $6. 3 中 我 们 讨论 了 随 参 数 变化 的 动力 系统 


dD) Fx,), (6. 5.1) 
dt 


其 中 下 为 算 子 ,xE€ R",4E R"( 称 4 为 参数 空间 ). 设 动力 系统 
(6. 5.1) 具 有 奇 点 z (4), 即 有 
F(x ,4) = 0. (6. 5.2) 
由 于 (6. 5.2) 式 含有 个 方程 , 它 的 解 xz 实际 上 是 在 空间 (x,%) 中 
的 m 维 流 形 x。(4). 当 m= 二 1 时 , 它 是 空间 (x,4) 的 一 条 曲线 . 下面 
假定 m=1. 
设 动力 系统 (6. 5.1) 定 义 在 奇 点 xo 的 某 个 邻 域内 ,并 且 我 们 记 


= 
40 = 8x|, (6. 5. 3) 


设 方程 (6. 5.1) 所 有 的 在 点 xo 邻 域 的 解 组 成 的 集合 守 可 以 分 为 等 
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价 类 Ei ,E,,E;,…, 即 2=E,UE,U-…, 而 且 EE;= (i). 
我 们 有 关于 动力 系统 (6. 5. 1) 分 岔 的 定义 : 
定义 6.10 设 存在 4 的 某 个 点 Mo, 对 于 任 给 的 es 之 0, 存 在 不 同 
的 和 A 和 )a ,使 
| 一 xl|<e (=1,2)， 
而 且 对 应 有 方程 (6. 5. 1) 的 两 个 解 z(t) ,xz(D， 即 


dxi(t) _ 
dt 


dxz (1t) 
dt 


F(x ,X41), 


= F(x ,hs). 


如 果 解 mm (2) ,x 《z) 分 别 属于 不 同 的 等 价 类 , 则 称 %。 为 动力 系统 
(6. 5. 1) 的 一 个 分 岔 点 . 

由 上 可 见 , 分 岔 是 和 动力 系统 的 等 价 的 分 类 相 联系 的 ,不 同 的 
等 价 定义 就 可 以 有 不 同 的 分 岔 . 不 过 ,有 些 动力 系统 的 等 价 定义 使 
等 价 类 过 分 多 ,以 致 讨论 基于 它 之 上 的 分 岔 是 没有 多 大 意义 的 . 在 
上 一 节 我 们 讨论 过 一 些 不 同 的 动力 系统 等 价 ,例如 ,其 中 我 们 提 到 
过 对 于 线性 动力 系统 来 说 ,联系 于 线性 变换 所 构成 的 等 价 类 . 按照 
这 种 等 价 分 类 ,动力 系统 右 端 项 矩阵 的 不 同 约 当 标准 形 , 就 对 应 于 
不 同 的 等 价 类 . 如 果 按 照 这 种 等 价 类 来 确定 分 岔 , 则 4 的 任何 值 的 
邻近 ,都 有 解 的 无 穷 多 不 同 的 等 价 类 , 即 任何 点 都 是 分 岔 点 . 这 样 
分 类 当然 就 意义 不 大 了 . 所 以 ,在 讨论 分 岔 时 ,我 们 要 求 等 价 类 一 
般 是 离散 的 , 即 等 价 类 的 数目 是 有 限 类 的 ,或 者 是 无 限 的 但 是 是 可 
数 的 . 在 上 一 节 中 ,我 们 讨论 的 拓扑 等 价 类 ,把 动力 系统 分 为 两 类 ， 
即 拓扑 等 价 和 不 等 价 两 大 类 . 对 稳定 的 等 价 分 类 也 是 把 动力 系统 
分 为 稳定 和 不 稳定 两 大 类 . 所 以 这 种 等 价 分 类 是 符合 我 们 对 分 岔 
讨论 要 求 的 .在 有 些 书 中 ,定义 分 岔 就 是 针对 拓扑 等 价 来 讨论 的 . 
在 实际 问题 中 ,我 们 经 常 还 会 遇 到 其 他 的 等 价 类 ,要 根据 这 些 等 价 
类 来 讨论 相应 的 分 岔 问题 

现在 我 们 考虑 在 动力 系统 (6. 5. 1) 中 ,在 奇 点 x。 处 矩阵 (6. 5. 3) 
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的 特征 值 的 实 部 都 不 为 零 , 即 奇 点 为 双 曲 奇 点 . 这 时 由 定理 6. 10, 动 
力 系 统 在 右 端 项 的 任意 小 扰动 下 还 是 等 价 于 在 奇 点 线性 化 了 的 动 
力 系统 . 显然 , 当 4 作 小 的 改变 时 ,由 于 F(x,4) 的 连续 性 ,也 是 对 
F(x,4) 作 小 扰动 ,自然 还 是 拓扑 等 价 于 未 扰动 的 线性 系统 . 所 以 我 
们 有 下 面 的 定理 . 
定理 6. 17 动力 系统 的 双 曲 奇 点 不 是 拓扑 等 价 条 件 下 的 分 
岔 点 ， 
从 这 个 定理 我 们 知 
Re(Fig(A())) = 0， (6. 5.4) 
这 里 Re 是 取 实 部 ,Eig 是 特征 值 . 上 式 就 是 动力 系统 在 拓扑 等 价 下 
的 分 岔 条 件 . 
(6. 5.4) 式 又 可 以 有 两 种 特殊 情况 ,一 种 是 4(A) 只 有 实 特征 
值 ,这 时 特征 值 的 实 部 为 零 的 条 件 就 是 A(X) 有 零 特征 值 的 条 件 , 即 
Eig(4(A)) = 0. (6.5.5) 
这 种 情形 也 称 为 动力 系统 的 静 分 岔 . 还 有 一 种 情形 是 (6. 5. 4) 式 成 
立 , 不 过 特征 值 是 单 重 特征 值 ,这 时 从 平衡 解 开始 系统 产生 了 一 个 
周期 解 . 这 种 分 岔 称 为 Hopf 分 岔 , 它 是 由 德国 数学 家 下. Hopf 首先 
发 现 而 得 名 的 . 在 下 一 节 我 们 还 要 专门 讨论 这 种 分 岔 . 
(6. 5. 4) 式 提供 给 我 们 关于 动力 系统 运动 行为 的 信息 ,其 实 是 
很 复杂 的 .我们 只 是 证 明 过 , 当 系 统 线 性 化 后 ,和 矩阵 特征 值 实 部 不 
为 零 时 , 非 线 性 扰动 和 线性 系统 是 拓扑 等 价 的 . 而 特征 值 实 部 为 零 
时 它 的 等 价 问 题 就 十 分 复杂 ,因为 不 同 阶 的 非 线 性 项 就 会 起 作用 . 
我 们 把 在 空间 (x,4) 中 满足 条 件 (6. 5. 2) 和 (6. 5. 4) 的 点 组 成 的 集 
合 称 为 分 岔 集 . 也 就 是 说 ,在 空间 (x,X) 中 的 平衡 解 ,其 中 满足 奇 点 
邻近 线性 化 系统 矩阵 的 特征 值 具有 零 实 部 的 集合 是 分 岔 集 . 


二 、 中 心 流 形 


在 $4.1 的 结尾 ,我 们 曾 讨 论 过 在 奇 点 邻近 线性 化 的 系统 矩阵 
的 特征 值 实 部 不 为 零 时 ,根据 特征 值 实 部 是 大 于 零 还 是 小 于 零 , 把 
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x 空间 中 的 点 分 为 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 . 现在 我 们 考虑 矩阵 4 的 
特征 值 实 部 的 一 般 情况 ,假定 有 之 个 特征 值 的 实 部 是 大 于 零 的 ,有 
9 个 特征 值 的 实 部 是 小 于 零 的 ,有 -个 特征 值 的 实 部 是 等 于 零 的 ， 
旋 十 9 十 > 一 7 

根据 定理 6. 12 ,动力 系统 (6. 5. 1) 拓 扑 等 价 于 方程 


六 一 yi， i=1,2,.…,p, 
入 一 一 %， i=p+1,p+2,.%…,p+g, (6. 5. 6) 
六 一 0， i 一 力 十 g9 十 1, 力 十 g 十 2，…)7. 


在 变量 y 的 空间 里 ,前 p 个 坐标 组 成 了 一 个 p 维 子 空间 6, 称 为 动 
力 系统 的 不 稳定 流 形 ,后 面 9 个 坐标 组 成 一 个 g 维 子 空间 6,, 称 为 
动力 系统 的 稳定 流 形 , 后 面 > 个 坐标 组 成 一 个 ~ 维 子 空间 6., 称 为 
动力 系统 的 中 心 流 形 . 这 些 流 形 都 是 所 给 动力 系统 的 不 变 流 形 . 我 
们 知道 ,不 变 流 形 在 拓扑 变换 之 下 还 是 不 变 流 形 . 所 以 , 若 采用 拓 
扑 变 换 , 把 系统 变 回 原来 的 动力 系统 , 则 稳定 流 形 、 不 稳定 流 形 和 
中 心 流 形 不 变 , 相 应 地 它们 的 维 数 也 不 变 . 
以 上 讨论 对 中 心 流 形 来 说 ,还 需要 做 一 些 补充 . 为 此 ,我 们 先 
z= 二 x:， 
| = Hs (6.5.7) 


之 二 z。 
显然 y 轴 是 稳定 流 形 ,z 轴 是 不 稳定 流 形 ,z 轴 是 中 心 流 形 . 
我 们 很 容易 把 方程 组 (6. 5. 7) 的 解 求 出 来 ,得 到 
Z(t) = Zo/ (1 — tro), 
be 一 ye', 
z(t) = zoe'. 
在 上 式 中 如 果 消 去 ,把 y 和 z 表 为 z 的 表达 式 , 可 以 得 到 
ee (WE es Cs 


z(Z) = (zoel/zo )e /= 


上 式 中 可 以 补充 定义 : 当 z 一 0 时 ,> 和 z 的 值 都 为 零 . 
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在 (z,y) 平 面 上 看 , 若 zx<<0, 即 使 初始 值 (zo,yo) 不 在 工 轴 上 ， 
当 工 增 大 时 (zt 增 大 ),y->0; 在 z= 二 0 时 解 和 工 轴 光 滑 地 连接 . 所 以 
我 们 把 在 x<0 处 的 这 些 曲线 和 z> 之 0 处 的 z 轴 都 看 做 中 心 流 形 . 
这 样 ,中 心 流 形 可 以 有 无 穷 多 条 曲线 . 这 就 是 说 ,中 心 流 形 一 般 说 
可 以 是 不 唯一 的 ,而 这 些 中 心 流 形 是 在 z 一 0 处 和 稳定 流 形 相 
切 的 . 

相反 地 ,我 们 在 (x,z) 平 面 上 就 没有 这 个 性 质 ,因为 (6. 5. 8) 式 
中 的 第 二 式 在 z=0 处 是 间断 的 . 

上 述 这 个 例子 所 表现 的 事实 是 具有 普遍 意义 的 , 即 如 果 我 们 
记 6&，6,,6. 为 对 应 于 特征 值 按 实 部 符号 所 决定 的 空间 , 则 我 们 可 
以 得 到 中 心 流 形 & 在 原点 和 稳定 流 形 6 相 切 . 它 可 以 是 不 唯 
一 的 . 

从 上 面 的 讨论 我 们 知道 ,在 分 岔 点 一 定 有 中 心 流 形 存在 . 同 
时 ,我们 还 知道 ,并 不 是 所 有 的 参数 的 值 都 有 中 心 流 形 ,而 只 有 
那些 对 应 于 分 岔 的 》 值 才 能 求 出 中 心 流 形 . 所 以 对 求解 分 岔 点 集 
的 问题 ,实际 上 也 就 是 求 中 心 流 形 的 问题 ,分 岔 集 是 对 参数 的 
某 些 值 来 说 的 ,中 心 流 形 是 当 分 岔 集 给 定 后 ,动力 系统 中 的 特殊 
不 变 流 形 . 由 于 中 心 流 形 实际 上 是 动力 系统 稳定 流 形 和 不 稳定 流 
形 的 交界 ,出 了 中 心 流 形 , 系 统 要 么 稳定 要 么 不 稳定 .所 以 在 实际 
问题 中 ,求解 中 心 流 形 有 时 是 很 关键 的 . 


三 、 自治 系统 含 参数 解 的 分 盆 


前 面 的 讨论 中 ,我 们 只 给 出 了 一 个 含 参 数 的 自治 系统 平衡 解 
分 岔 的 定义 . 在 实际 情况 中 ,我 们 还 可 以 定义 一 个 含 参数 的 动力 系 
统 的 分 盆 . 

设 我 们 有 自治 系统 

ED = F(x,X), (6. 5. 9) 


它 的 一 个 含 参 数 的 解 为 
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xo = xolt,A). (6. 5.10) 
为 了 考查 它 是 否 有 分 岔 行为 ,我 们 把 它 作 一 个 微小 的 扰动 v(2)， 
即 有 
= xolt,A) + v(t). (6.5.11) 
由 于 扰动 是 微小 的 ,所 以 (6. 5. 10) 和 (6. 5. 11) 两 式 都 应 当 满 足 
方程 (6.5. 9). 把 它们 代入 (6. 5. 9) 并 且 把 得 到 的 结果 相 减 得 
v(t) = FOxo Ct,A) + v(t) AM) 一 正 (xo(CtA) ,A) 
= f(yv(1) ,1,4). (6. 5.12) 
这 个 方程 也 称 为 是 原 方程 (6. 5. 9) 的 改变 量 方程 . 显然 v(t) 二 0 是 
这 个 方程 的 平衡 解 . 一 般 说 来 ,方程 (6. 5. 12) 不 再 是 自治 系统 了 . 
同时 ,由 于 扰动 v(t) 的 微小 性 ,通常 都 是 将 方程 (6. 5. 12) 在 原点 邻 
近 线 性 化 来 讨论 ,得 到 
V(t) = ACt, MvC). (6. 5.13) 
现在 我 们 引进 含 参数 解 的 分 贫 的 定义 
定义 6.11 设 存在 4 的 某 个 点 Mo, 对 于 任 给 的 es 之 0, 存 在 不 同 
的 人 和)az, 使 
[4—h|<e (= 1,2), 
而 且 对 应 有 方程 (6. 5. 12) 的 两 个 解 w(t) ,y(t) , 即 
W(t) = ACt,A)r (2), 
ba(t) = Alt,N2) v2). 
如 果 解 mw (2) ,v(t) 分 别 属于 不 同 的 等 价 类 , 则 称 4。 为 含 参数 解 
(6. 5. 10) 的 一 个 分 盆 点 . 
如 果 系数 矩阵 A(z,A) 是 t 的 周期 函数 ,这 一 般 对 应 于 解 (6. 5. 10) 
是 周期 解 的 情形 ,上 面 的 讨论 当然 就 够 了 . 不 过 在 一 般 情形 ,A(t， 
Ah) 并 不 是 上 的 周期 函数 ,这 就 要 求 对 非 自 治 系统 的 等 价 问题 作 进 一 
步 的 讨论 . 
下 面 我 们 来 给 出 两 个 关于 分 岔 问题 的 例子 . 
例 1 对 于 z6E (一 co, 十 ce) 考虑 一 维 动力 系统 
z= 二 zr, (6. 5.14) 
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其 中 4 为 参数 . 显然 , 它 的 平衡 解 有 两 个 , 即 


Mr 十 妇 一 0 (6.5.15) 
的 根 
也 三 0， 和 ”了 工 三 一 大 (6.5.16) 
对 于 在 平衡 解 邻近 线性 化 的 系统 ,在 zx 一 0 邻近 有 
工 二 Az. (6.5.17) 
在 zx 二 一 A 邻近 令 z 二 一 4 十 y, 代 人 方程 (6. 5.14) 并 对 y 线性 化 有 
y =— Ay. (6. 5.18) 


从 (6.5.17) 和 (6. 5.18) 两 式 我 们 直接 可 以 看 出 ,4 二 0 是 这 两 个 系 
统 的 分 盆 点 . 所 以 在 4==0 的 任何 邻近 都 有 不 等 价 的 两 类 运动 : 一 
类 随时 间 增 加 远离 平衡 点 ;一 类 趋 于 平衡 点 . 
现在 回 过 头 来 在 (z,4) 平 面 上 来 看 平衡 解 (6. 5. 16), 它 是 两 条 
直线 . 在 4 二 0 时 ,两 条 直线 重合 ,或 者 说 在 4==0 的 邻近 平衡 解 从 一 
条 分 岔 为 两 条 ,所 以 它 是 平衡 解 的 分 贫 ， 
例 2 考虑 二 维 动力 系统 
=—y 二 zxz[A— (rz 二 +y)]= fi(r,yN), 
(y= z+yLA— (z+y)j = f(r,y,N). 
显然 zx 一 0,y 一 0 是 动力 系统 的 一 个 平衡 解 ,系统 在 点 (0,0) 的 Ja- 
cobi 矩阵 为 


(6. 5. 19) 


a eof: 
|ar 5 = 
区 =( ) (6. 5. 20) 
ar 9y J 
这 个 矩阵 的 特征 值 是 
到 一 人 士 让 (6.5.21) 


当 4 由 负 变 正 时 ,两 个 特征 值 y 分 别 沿 着 实 轴 的 上 方 和 下 方 穿 过 虚 
轴 , 平 衡 解 (0,0) 则 由 稳定 平衡 状态 变 为 不 稳定 状态 . 当 4=0 时 ， 
6 一 士 i， 此 时 动力 系统 在 平衡 解 附近 出 现 周期 解 ,因此 ,我们 说 动 
力 系统 在 (z,y,) 一 (0,0,0) 处 出 现 Hopf 分 岔 . 

如 果 把 方程 (6. 5. 19) 化 为 极 坐标 的 形式 , 便 得 到 
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于 + 7) = f(r,N), 
NL (6. 5. 22) 
6= 节 = 之 =1. 
区 
就 这 个 问题 而 言 , 在 极 坐标 中 来 研究 周期 解 也 可 能 看 得 更 为 清楚 
一 点 . 以 上 第 二 个 方程 是 很 简单 的 ,第 一 个 方程 可 以 和 例 1 的 问题 
一 样 进行 讨论 ,可 知 在 4=0 时 ,是 它 的 分 岔 点 . 从 分 岔 开始 ,在 平衡 
点 邻近 形成 了 一 个 极限 环 . 随 着 4 的 增 大 ,极限 环 的 半径 也 增 大 . 极 
限 环 的 分 贫 是 从 一 个 平衡 解 分 岔 出 一 个 极限 环 , 有 时 也 称 为 动 
分 贫 . 


$ 6.6 关于 线性 非 自治 系统 的 等 价 类 问题 


“…、 引言 


对 于 线性 非 自治 系统 的 等 价 类 问题 ,许多 学 者 进行 过 研究 , 因 
为 它 关系 到 非 自治 系统 的 分 贫 和 定性 行为 的 分 类 问题 . 早 在 19 世 
纪 末 ,Lyapunov 在 他 的 重要 著作 《关于 运动 稳定 性 的 一 般 问 题 》 
(文献 [18]) 中 就 曾 引 进 了 一 个 被 后 人 称 为 Lyapunov 变换 的 变换 ， 
企图 在 这 个 变换 下 把 线性 的 非 自 治 系统 化 归 为 自治 系统 . 他 的 研 
究 结 果 说 明 , 对 于 周期 系数 的 线性 非 自 治 系统 是 可 以 通过 这 个 变 
换 变 为 自治 系统 的 ,但 是 并 不 是 所 有 的 线性 非 自 治 系统 都 可 以 通 
过 这 个 变换 化 归 为 自治 系统 . 后 来 虽然 还 有 许多 工作 ,但 是 大 致 上 
没有 重要 的 进展 . 人 们 对 于 常 微 分 方程 在 拓扑 变换 下 的 分 类 还 主 
要 是 集中 在 自治 系统 上 . 

在 文献 [19] 中 提出 了 一 种 利用 等 价 类 的 概念 进行 分 岔 的 定 
义 , 后 来 在 文献 [20] 中 发 展 了 这 个 思想 ,对 于 现在 存在 的 两 种 分 贫 
的 定义 进行 了 讨论 ,指出 它们 的 异同 ,并 且说 明 只 有 在 等 价 类 的 框 
架 下 这 两 种 分 岔 的 定义 才能 得 到 合理 的 解释 . 在 文献 [21] 中 我 们 
曾经 对 于 自治 系统 的 等 价 类 问题 给 了 一 个 构造 性 的 证 明 ,然而 由 
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于 对 于 非 自 治 系统 的 等 价 类 还 没有 实质 的 进展 ,因而 对 于 非 自 治 
系统 分 岔 的 定义 问题 也 就 还 没有 解决 . 

下 面 将 指出 在 一 定 的 拓扑 变换 下 ,线性 非 自 治 系统 可 以 变换 
为 和 线性 自治 系统 相同 的 等 价 类 . 有 了 这 个 结果 ,对 非 自 治 系统 的 
分 岔 问题 的 讨论 ,就 可 以 纳入 文献 [19] 和 [20] 所 给 出 的 定义 中 
去 了 . 


二 、 预 备 讨论 
考虑 动力 系统 
dX -4(CDX， (6.6.1) 
dt 
这 里 和 和 44(z) 都 是 n 阶 算 阵 ,A(t) 连 续 且 其 行列 式 的 绝对 值 满足 
m<|lA(WI<M, (6. 6. 2) 
其 中 mm,M 为 正 实数 . 


引 理 1 令 了 为 单位 矩阵 ,对 给 定 的 初 条 件 (0) = 了 ,方程 
(6. 6. 1) 有 和解 


Ks =I+ | ACWart [acd | AC dst (6.6.3) 


在 条 件 (6. 6.2) 之 下 , 解 (6. 6. 3) 对 于 任何 的 0<T<< 十 co, 在 :6E 
[0,TJ 上 都 是 一 致 收敛 的 . 
结论 易于 由 以 初始 值 Xx(0) = 了 开始 的 比 卡 允 近 来 得 到 . 公式 
(6. 6. 3) 也 称 为 方程 (6. 6. 1) 的 预 解 式 . 
如 果 对 方程 (6. 6. 1) 引 进 Lyapunov 变换 XX=L(z)Y, 则 得 到 
Y= ADL —L CY. (6.6.4) 
同时 由 线性 变换 的 约 当 标准 形 定理 我 们 有 下 面 的 引 理 . 
引 理 2 可 以 选择 适当 的 L(z) 使 (6. 6. 4) 式 具有 形式 
Y = [1 —L WL CD]Y， (6. 6.5) 
其 中 
J(2) = L(ACLG) (6. 6. 6) 
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为 约 当 标准 形 
nn 0 aee 0 
J(D)= s 2 (6.6.7) 
0 0 J 
p(t) + iv; (t) 1 “» 0 
也 CD) 一 i 
2 有 1 
0 0 0 p(Tiv;(t) 
一 Mi +iN;+H,, (6.6.8) 
这 里 i 为 纯 虚 数 ,Mi 和 NN; 分 别 是 矩阵 的 实 部 和 虚 部 ,而 
0 1 0 … 0 
各 和 0 
H;=|0 0 0 0|， 
0 “0 0 1 
0 0 0 ». 0 
并 且 工 (2) 的 行列 式 绝对 值 在 [0, 十 co) 上 满足 
0<m<|ILW I <M. (6. 6. 9) 
引 理 3 方程 (6. 6.5) 可 以 经 过 双方 单一 的 变换 
Y = ZP(), (6. 6.10) 
化 归 为 Z 的 方程 
Z= 12Z. (6.6.11) 


证 明 将 (6.6.10) 式 代 和 人 方程 (6.6.11) 并 利用 (6. 6. 5) 式 得 


[J 一 :CDE CD]ZP = JZP() +Z 字 ， 
化 简 得 
dP 
dt 
这 是 一 个 形式 和 方程 (6. 6. 1) 相 同 的 线性 方程 , 它 的 预 解 式 为 


= Z7(— LL )ZP. (6.6.12) 


第 六 章 “动力 系统 的 几何 理论 273 


P(t) = Ki[Z7(— LL)2Z]. 
剩 下 的 问题 在 于 证 明 方 程 (6. 6. 12) 中 的 解 矩 阵 P(z) 的 行列 式 的 有 
界 性 . 


车 记 B=2Z 1!( 一 L711L')2Z, 方 程 (6. 6. 12) 可 以 写 为 尝 =BP， 


则 有 
[PCG+d)|= |I+B()d| |P()|= (1++trB()dt) | PC | ， 
即 


a = trB() |P|. (6. 6. 13) 
由 于 B()=[Z71'( 一 L-'L )2Z], 于 是 有 
时 一 一 LOZBZ-1)， (6. 6. 14) 


类 似 于 (6. 6. 13) 式 的 讨论 ,在 初 条 件 |L(0) | 1 下 同样 有 
IL|= retzaz De oer 
令 tr(B) 一 (CD), 由 于 矩阵 工 的 有 界 性 ,于 是 有 
Me Mm. (C6. 6. 15) 
从 上 式 看 出 显然 积分 |, f(r)dr 是 有 办 的. 由 方程 (6. 6.13) 解 出 的 


行列 式 |P| 是 


上 
onDdr 
» 


IP|= a 
故 存在 两 个 正 实数 M,m, 使 矩阵 了 的 行列 式 绝对 值 满 足 
mllPI|<M. 
这 就 证 明了 变换 (6. 6. 10) 是 双方 单 值 的 . 1. 


三 、 线性 非 自 治 系统 的 等 价 类 


如 果 给 了 线性 非 自治 系统 


上 (6.6.16) 
dt 
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我 们 把 列 向 量 x 扩展 为 矩阵 辫 , 而 转 去 讨论 方程 (6. 6. 1), 因 为 
(6. 6.1) 的 解 的 任何 列 向 量 都 是 (6. 6. 16) 的 解 . 

由 引 理 2 和 引 理 3 ,在 满足 所 要 求 的 条 件 下 ,存在 可 逆 变 换 使 
方程 (6. 6. 1) 变 为 方程 (6. 6. 11) , 即 

Z = J(CDZ. 
这 个 方程 相当 于 m 个 约 当 块 的 方程 
Z =JDZ (=1,2,,m). 

这 组 方程 可 以 对 每 一 个 约 当 块 方程 分 别 来 讨论 ,可 以 一 般 地 把 它 
们 记 为 一 个 & 阶 方 程 ,不 妨 仍 用 也 来 表示 未 知 和 矩阵 函数 ， 


Z= (DI+iv I+ 再)Z. (6. 6.17) 
对 方程 (6. 6.17) 中 的 Z 再 做 变换 
Zon 壕 ， (6. 6.18) 
我 们 得 到 乞 应 当 满足 方程 
ZZ= (DI+ HE. (6.6.19) 
对 动力 系统 (6. 6. 19) 再 做 线性 变换 
Z=CW, (6. 6. 20) 


这 里 C 是 k 阶 对 角 和 矩阵 C(t) 二 diag(1 pb) yy),… pr 1(2)). 在 
这 个 变换 下 ,动力 系统 (6. 6.19) 就 成 为 


珊 = mW 一 C710)C'(D)WW， (6. 6. 21) 
其 中 J=C 0) pI+H)CG) =pC0) (I+H). 
我 们 看 到 方程 (6. 6. 21) 具 有 和 方程 (6. 6. 20) 相 同 的 形式 , 根 
据 引 理 3, 可 以 经 过 线性 变换 得 到 
W= jwW. (6. 6. 22) 
现在 我 们 又 对 于 方程 (6. 6. 22) 中 W 的 一 个 列 向 量 w 来 讨论 , 即 讨 
论 方程 
w= Jw. (6. 6.23) 
在 方程 (6. 6. 23) 中 作 非 线性 变换 
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w=h(z) = esz (z#0), h(0)=0, (6.6.24) 


这 里 s= lnVz'z = ln [Sa . 


把 (6. 6. 24) 式 代入 方程 (6. 6. 23) ,消去 es 就 得 到 
z= yD I+ Hz Hz, (6. 6. 25) 
由 此 得 
z' z=p(t)z' (I+H)z— ;xTHz. 
考虑 到 ;一 如 ,上 式 中 7 二 z7zi ,于 是 上 式 可 以 化 为 
(pt) — zr (I+H)z = 0. 
由 于 当 z 关 0 时 zT(I 十 阳 )z 关 0, 所 以 $==p(t). 把 它 代入 (6. 6. 25) 
便 得 
之 一 p(t)z. (6.6.26) 
现在 我 们 给 函数 y(t) 一 个 限制 条 件 : 存在 正常 数 a, 使 


当 p(D >0 时 ,0 二 B 一 | [ee —asgnp(t)]dt < A; 


当 ApGD 二 0 时 ,B 二 [ [p(t) —asgny(t)Jdt <A<=0. 
0 


(6.6.27) 
令 
z = Wel le, (6. 6. 28) 
其 中 的 非 零 正常 数 满足 条 件 (6. 6. 27) 的 要 求 , 则 得 
WwW= asgn(py(t) )w. 
再 做 非 线 性 变换 
w =x， (6. 6. 29) 
上 面 的 方程 就 化 归 为 
t= sgn(p(t))x. (6. 6. 30) 


这 就 是 说 ,经 过 连续 作 上 面 一 系列 的 变换 ,我 们 可 以 把 方程 (6. 6. 16) 
化 为 方程 (6. 6. 30). 于 是 ,我 们 得 到 了 如 下 的 定理 : 
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定理 6.18 在 非 自 治 系统 (6. 6. 16) 中 , 若 和 矩阵 4( 力 和 它 的 逆 矩 
阵 都 连续 且 有 界 , 它 的 特征 值 的 实 部 有 nn 个 恒 大 于 一 个 正 实数 ,有 
ma 个 恒 小 于 一 个 负 实 数 (n 十 n, 二 nn) ,而 且 它 的 全 部 特征 值 满足 条 件 
(6. 6. 27) , 则 它 拓 扑 等 价 于 

t= Dx, (6. 6. 31) 

其 中 DD 是 对 角 线 上 有 ni 个 1 和 ns 个 一 1 的 对 角 阵 . 

我 们 把 经 过 变换 能 够 达到 标准 形 (6. 6. 30) 的 不 同 的 线性 非 自 
治 系统 称 为 是 拓扑 等 价 的 . 

变换 (6. 6. 23) 是 同 胚 变换 (可 以 参阅 [21]). 变换 (6. 6. 18) 的 
双方 有 界 性 是 易于 验证 的 .除了 引 理 2,3 中 讨论 的 变换 外 ,其 余 变 
换 的 单 值 和 可 逆 性 则 是 显然 的 . 

在 讨论 完 线性 非 自治 系统 的 等 价 类 之 后 ,应 当 指 出 的 是 ,定理 
6. 18 中 要 求 矩 阵 A4(z) 的 特征 值 为 恒 正 或 恒 负 是 可 以 减弱 的 , 即 要 
求 它们 在 t 充 分 大 后 不 变 号 , 且 大 于 或 小 于 一 个 正常 数 或 负 常 数 . 

在 实际 判断 一 个 线性 非 自治 系统 的 等 价 类 时 ,并 不 需要 从 开 
始 完成 上 述 的 一 系列 变换 ,而 只 要 求 出 作为 时 间 上 的 函数 的 系统 矩 
阵 的 特征 值 , 并 且 验 证 这 些 特 征 值 函数 是 否 满足 定理 6. 18 的 条 件 
就 可 以 了 . 
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